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Die Zahlentheorie untersucht die Menge Z der ganzen Zahlen.
Teilbarkeit in Z: a teilt b, falls es ein ¢ € Z gibt mit b = ac

Eine natiirliche Zahl p heilt prim bzw. Primzahl, wenn sie genau
zwei natiirliche Teiler hat (ndmlich 1 und p).

Jede natiirliche Zahl n > 1 hat mindestens einen Primteiler, etwa
den kleinsten Teiler d von n mit 1 < d < n.

Folge der Primzahlen: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, ...
Satz von Euklid (ca. 300 v. Chr.)

Es existieren unendlich viele Primzahlen.

GroRte bekannte Primzahl aktuell: 257885161 __ 1 mit 17.425.170
Stellen (Projekt GIMPS, 25.1.2013)
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verschieden von p1, ..., pk.
(Denn aus pj | n folgt sonst p; | n—p1---px =1, %.)

Sei py1 einer dieser Primteiler. So kdnnen unendlich viele
Primzahlen p1, p2,... gewonnen werden.

Bemerkung: p1 - - - px + 1 muss selbst nicht prim sein, wie das
Beispiel 2% 3% 5% 7 %11 %13+ 1 = 30031 = 59 % 509 zeigt. Manche
Formulierungen des euklidischen Beweises als Widerspruchsbeweis
suggerieren dies, aber es ist falsch.

Der konstruktive euklidische Beweis ist nicht nur einfacher als die
Formulierung als Widerspruchsbeweis, er liefert bereits erste
Abschatzungen fiir die Primzahlzahlfunktion:
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Fur reelle Zahlen x > 1 betrachten wir die Primzahlzahlfunktion

m(x) == #{p < x; p prim},

also z.B. 7(3.5) = 2, m(12) =5 usw., sie stellt im Schaubild eine
monoton steigende Stufenfunktion dar. Klar: 7(x) < x.

Der konstruktive Euklid-Beweis, mit etwas Zusatziiberlegung
versehen, zeigt 7(x) > log,(log, x).

Fiir x = 100000 ist diese untere Schranke nur etwa bei 4.05.

Was sind bessere untere Schranken?
Wias sind gute obere Schranken?
Welche stetigen Funktionen in x beschreiben 7(x) am besten?
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ist eine approximierende Funktion an 7(x), d. h. es gilt

m(x)

lim =1.

x—o0 li(x)

Bemerkung: log ist hier der Logarithmus zur Basis e.

Nach dieser Vermutung von GauB sind die Funktionen

li(x) und Togx Deide Approximationen an m(x).

Darstellung der Funktionen 7(x), li(x) und Togx 'M Schaubild:



Schaubild von 7(x), li(x) und x/ log x:
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Da li(x) und >
den Primzahlsatz auch als w(x) =

Approximationen vonelnander sind, kann man
+ o(=%) schreiben.

- Iog X log x
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Approximationsgiite
Wie gut ist die Approximation von m(x) an li(x)?
Das (im wesentlichen) beste bewiesene Ergebnis bis heute ist
X
-+ |
m(x) = liG) + exp(c(log x)3/3(log log x)~1/3)
von Vinogradov und Korobov (1958).
Bekannt ist: Ist der Fehlerterm O(y/x log x), so gilt die (bislang
unbewiesene) Riemannsche Vermutung, und umgekehrt!

Die Riemannsche Vermutung (RH):

Alle Nullstellen von ¢(s) im Streifen 0 < Res < 1 liegen auf der

1

Geraden Re s = 5.

Bemerkung: Die Funktion ((s) wird fiir s € C, Res > 1, durch
o

((s) == Z% =1+4+1/2°+41/3° + ... definiert und mit

n=1

1 * x —[x]
C(s):zl—l—s_l—s/l e dx

zu einer Funktion auf Res > 0, s # 1, analytisch fortgesetzt.
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Strukturen sind interessante Konstellationen endlich vieler
natlirlicher Zahlen, z. B. Paare mit festem Abstand oder Zahlen in
einer Restklasse = a mod g.

Muster sind sich wiederholende Strukturen in einer beliebigen
Teilmenge T der natiirlichen Zahlen und sind interessant, wenn sie
unendlich oft auftauchen. Dann soll ihre Haufigkeit, mit der diese in
T auftreten, auch quantitativ untersucht werden.

Wir sprechen von Primzahlstrukturen und Primzahlmustern, wenn
die untersuchte Menge T = P ist.



Ein bekanntes Ergebnis zum einfachsten Primzahlmuster:
Primzahlen in Restklassen

Satz von Dirichlet (1837):

Zu gegebenen teilerfremden Zahlen a und g gibt es unendlich viele
Primzahlen p = a mod q.



Ein bekanntes Ergebnis zum einfachsten Primzahlmuster:
Primzahlen in Restklassen

Satz von Dirichlet (1837):

Zu gegebenen teilerfremden Zahlen a und g gibt es unendlich viele
Primzahlen p = a mod q.

Konsequenz u. a.: Unendlich viele Primzahlen haben jeweils die
Endziffer 1, 3, 7, oder 9, und zwar mit einem Anteil von 25% unter
allen Primzahlen.



Ein bekanntes Ergebnis zum einfachsten Primzahlmuster:
Primzahlen in Restklassen

Satz von Dirichlet (1837):

Zu gegebenen teilerfremden Zahlen a und g gibt es unendlich viele
Primzahlen p = a mod q.

Konsequenz u. a.: Unendlich viele Primzahlen haben jeweils die
Endziffer 1, 3, 7, oder 9, und zwar mit einem Anteil von 25% unter
allen Primzahlen.

Analog fiir andere Basen als 10.
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Bis heute sind diese Fragen unbeantwortet!
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Die Formulierung ist ein “mehrdimensionaler” Satz von Dirichlet.
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Heuristik mit Zufall

Es gibt auch eine quantitative Version dieser Vermutung. Sie macht
eine Aussage lber die Haufigkeitsverteilung der Prim-k-Tupel in
Form einer asymptotischen Formel, dhnlich wie die Formel im
Primzahlsatz oben.

Die quantitative Form im Fall k = 1 heiflt heute Primzahlsatz in
Progressionen.

Hardy und Littlewood gelangten um 1920 zur Prim-k-Tupel- und
anderen Vermutungen iiber die Verteilung von Primzahlmustern.

Sie benutzten dafiir ein einfaches Zufallsprinzip als Heuristik:
Der Primzahlsatz/die Riemannsche Vermutung legt den Ansatz
nahe, dass eine zufallig gewdhlte natiirliche Zahl n > 3 mit
Wahrscheinlichkeit 1/ log n prim ist. (Cramérsches Modell)
Dies modelliert das pseudozufillige Auftreten der Primzahlen.
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Satz von Balog (1990):

Die Prim-k-tupel-Vermutung gilt im Mittel. (D.h. im Mittelwert
tiber die Tupel (a1, ..., ax).)

Konsequenz u. a.: Es gibt unendlich viele 3 x 3 x 3-Wiirfel aus
verschiedenen Primzahlen, bei der jede Zeile und Spalte und “Saule”
aus Primzahlen einer arithmetischen Progression besteht.

Beispiel fiir einen 3-dimensionalen “Balog-Wiirfel”:

47 | 383 | 719 149 | 401 | 653 251 | 419 | 587
179 | 431 | 683 173 | 347 | b21 167 | 263 | 359
311 | 479 197 | 293 83 | 107

Damit blieb aber zundchst ungeldst: Gibt es unendlich viele
Balogwiirfel mit langerer Seitenlange als 37
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Ein weiterer Durchbruch in Richtung Prim-k-Tupel-Vermutung
(Fields-Medaille an T. Tao 2006):

Satz von Green-Tao:

Es gibt unendlich viele lineare Polynome f(x) = a + gx € N[x], fiir
die 7(0),f(1),...,f(k — 1) alle prim sind.

(D. h. es gibt unendlich viele arithmetische Progressionen
a,at+qg,a+q-2,...,a+q-(k—1) der Lange k, die nur aus
Primzahlen bestehen.)

Beispiele: 5,11,17,23,29, Lange 5
{199 4 210n; 0 < n < 9}, Lange 10

Rekord (Benoat Perichon, PrimeGrid 2010): Lange k = 26:
43142746595714191 4 23681770 - 223092870 - n; 0 < n <25
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(einem Teilgebiet der Stochastik, der sich mit dynamischen
Systemen beschiftigt), und Siebmethoden.

Der Beweis des Satzes von Green-Tao ist nicht konstruktiv. Er kann

aber effektiv ausgefiihrt werden (d. h. so, dass Schranken berechnet

werden kénnen). Eine solche Analyse zeigt dann:

Es gibt eine Primzahl-AP der Lange k mit Primzahlen unterhalb von
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Diese Schranke miisste eher bei etwa k! sein. Und: Wird die
Riemannsche Vermutung angenommen, kann in der Schranke
lediglich eine Exponentialstufe weggelassen werden!
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Einige Folgerungen aus dem Satz von Green-Tao:

Korollar 1: Fiir k > 3 gibt es unendlich viele quadratische Polynome
f(x) € Z[x] mit £(0),f(1),...,f(k) prim.

(Erinnerung: Das “Eulersche” Polynom x2 + x + 41 hat
Primzahlwerte fiir x =0,1,2,...,39.)

Nach Green-Tao existieren unendlich viele Paare a, b € Z,
fiir die aj + b prim ist fiir 0 < j < k? + k, also ist a(i® + i) + b prim
fiir 0 < i < k, setze dann f(x) = ax? + ax + b.

Korollar 2: Es gibt unendlich viele k9-Balog-Wiirfel.

Korollar 3: Es gibt unendlich viele magische k x k-Quadrate aus

Primzahlen.
17 |89 | 71 41 | 89 | 83
Bsp.: 113 |59 | 5 oder | 113 | 71 | 29
47 |29 | 101 59 | 53 | 101
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Satz von Green, Tao und Ziegler (2010/12)

Die Prim-k-Tupel-Vermutung (in der quantitativen Version, fiir
lineare Polynome in d Variablen) stimmt fiir alle Falle mit
“endlicher Komplexitat”.

Die Ausnahmen von “unendlicher Komplexitat” sind etwa das oben
genannte Zwillings-, Goldbach- und Sophie-Germain-Problem, also
die “bindren Falle”, die weiterhin offen bleiben!

Der Beweis verwendet tiefe Methoden der Ergodentheorie.
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Neuere Fortschritte zu binaren Fillen:

Ansatz zur Zwillingsvermutung:
Z&hlen von Primzahlpaaren mit kleinen Abstdnden

Goldston, Pintz, Yildirim (2007): Nachweis der “small gap
conjecture”
liminf PrL—Pn ¢
n—oo  log pp
sogar:
. Pn+1 — Pn
liminf
n—oo (log pn)'/2(log log py)?

< 00

Unter Annahme der Elliott-Halberstam-Vermutung (schwacher als
die Riemann-Vermutung) folgt die “bounded gap conjecture”

liminf(pp+1 — pn) < 16.
n—oo



Weitere Muster mit Primzahlen: Die Ulam-Spirale

In einer spiralférmigen Anordnung der natiirlichen Zahlen werden
die Primzahlen markiert:
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Weitere Muster mit Primzahlen: Die Ulam-Spirale

In einer spiralférmigen Anordnung der natiirlichen Zahlen werden
die Primzahlen markiert:

o7
61 59
37 31 89
67 17 13
05 03 29
19 02 11 53
41 07
71 23
43 47 83
73 79

Die Primzahlen erscheinen in manchen schrig verlaufenden Geraden
haufiger als in anderen.



Eine groRere Ulam-Spirale

Abbildung: aus der Wikipedia, in blau: Primzahlen der Form
4n> —2n+41,n=0,1,2,3,

DA



Erklarung der Geraden in der Ulam-Spirale
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Polynome.
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Die Ulam-Spirale zeigt numerisch /visualisiert,

dass manche quadratische Polynome der Form 4n° + bn + c fiir
n=1,23, ... hdufiger Primzahlwerte annehmen als andere
Polynome.

Dieses Verhalten der Ulamspirale (und Varianten davon) ist ein
Spezialfall der Vermutung “F” von Hardy und Littlewood, die 1923
formuliert wurde. Deren Vermutung “F" ist das Analogon der
Prim-k-Tupel-Vermutung mit (geeigneten) Polynomen € Z[x] statt
Linearformen und ist bis heute offen fiir nichtlineare Polynome.

Die von Hardy und Littlewood vorhergesagte Formel erklart sehr
gut, welche quadratischen Polynome (also welche Geraden in der
Ulam-Spirale) mehr Primzahltreffer haben als andere.
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Eine Konsequenz des Cramér-Modells ist die asymptotische Formel
7(x + log" x) — m(x) ~ log" ™! x fiir x — oo,
wobei N > 2 eine beliebige feste natiirliche Zahl ist.

Zur Uberraschung aller Experten konnte H. Maier im Jahr 1985
diese Aussage fiir die Menge der Primzahlen widerlegen.

Mittlerweile gibt es aber auch noch weitere Widerspriiche des
Modells.
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Verfeinerung des Cramérschen Modells

Das Cramérsche Modell konnte inzwischen so verfeinert werden,
dass diese Widerspriiche behoben wurden (A. Granville, 1995).

Nach dieser Verfeinerung miisste eine natiirliche Zahl n ohne
Primfaktoren < T, vereinfacht gesagt, mit Wahrscheinlichkeit
_P

p—1

logn
& p<T

prim sein, wobei T grol genug ist.

Es ist noch langst nicht verstanden, welche Rolle der Zufall in der
Menge der Primzahlen genau spielt.

Tiefliegende offene Vermutungen wie die Riemannsche Vermutung
und ihre Verallgemeinerungen hingen mit diesen Fragen eng
zusammen.



Vielen Dank!
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