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Startpunkt: Das antike Sieb des Eratosthenes:
Erstellung der Primzahlliste 10 < p < 100:

Sei A= {1,...,100},

streiche alle n € A mit 2 | n,

dann alle n € A mit 3 | n,

dann alle n€ Amit 5| n

(Vielfache von 4 sind bereits gestrichen),
usw. ...

Ende des Verfahrens, sobald alle Vielfachen der Primzahlen
<10 = +/100, d.h. von 2,3,5,7, gestrichen sind.

Die iibriggebliebenen Zahlen sind die Primzahlen € {10,...,100},
da jede zusammengesetzte Zahl < 100 einen Primteiler
< 10 = +/100 besitzt und deswegen beim Sieben gestrichen wurde.
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peP

Fiir reelles z > 1 definiere P(z) := [[pep p. Ziel: Abschatzung der
p<z

Siebfunktion S(A, P, z) := #(A \Unipes) A,,).
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Das Sieb des Eratosthenes liefert ein Standardbeispiel:

Fir x > 1 reell (oben: x =100) sei A:={neN; n<x}, sei P
die Menge aller Primzahlen, sei v/x < z < x und P(z) :=[[pep p-
p<z

Weiter sei A, := {n € A; p| n}. Die Siebfunktion ist dann

S(AP2) = #(A\ | )
pIP(2)
=#{ne A (p|n=p>z)firalle pe P}
= #{n < x; ged(n, P(z)) =1}

= 7(x) - 7(2),

wobei m(x) := #{p < x; p prim} die Primzahlzihlfunktion
bezeichnet.




Ergebnisse fiir die Primzahlzihlfunktion

Mittels Siebmethoden kann die Schranke Ci 555 < 7(x) < Cologx
mit Konstanten 0 < (; < 1 < (, gezeigt wergen, aber der
Primzahlsatz in der Form
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a(x) ~ —— & lim =
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Mittels Siebmethoden kann die Schranke (25 < m(x) < Cologx
mit Konstanten 0 < (; < 1 < (, gezeigt Werﬁen, aber der
Primzahlsatz in der Form

X 7(x)

lim =1

=
log x x—00 x/ log x

m(x) ~

kann so nicht bewiesen werden.

Ist aber z < log x, zeigen Siebmethoden, dass

e Tx

#{n < x; gcd(n, P(z)) =1} ~ log 2

gilt, wobei 7 := limp_oo(Yf_; £ — logn) = 0,57721... die
Euler—Mascheroni-Konstante ist.
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Das (Primzahl-)Zwillingssieb:

Fiir x > 1 reell sei A:={n e N; n <x}, sei P die Menge aller
Primzahlen p # 2, sei /x < z < x und P(z) :=[[pep p
p<z

Nun setzen wir A, := {n € A; n=0 mod p oder n = —2 mod p}.
Dann ist ma(x) < w(z) + S(A, P, z), wobei

ma(x) == #{p < x; p,p+2 prim}

die Primzahlzwillingszdhlfunktion bezeichnet.
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Ergebnis: Alle 14 < p < 200 prim, fiir die p + 2 auch prim ist.
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Auf das Zwillingsproblem
angewandt, zeigt es, dass die
Menge der Primzahlzwillinge klein
ist im Vergleich der Menge aller
Primzahlen: mo(x) < =%

log? x

Folgerung: szT% konvergiert, wenn p die Menge T der

Primzahlzwillinge durchlauft.

Die numerische Bestimmung dieser Brunschen Konstanten

> L ~1.9021605822. ..

PET p

ist ein schwieriges Problem.
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Den Pentium-FDIV-Bug: Einen
Hardwarefehler des
Pentium-Prozessors von Intel,
anderthalb Jahre nach
Markteinfiihrung, der fiir
fehlerhafte Nachkommastellen in
Anwendungen sorgte, bei denen
hohe Genauigkeit erforderlich ist.

Allein der Umtausch von ca. einer Million fehlerhafter Prozessoren
hat die Herstellerfirma Intel iiber 475 Millionen Dollar gekostet.
Intel erntete viel Schadenfreude: “Wieviele Intel-Mitarbeiter braucht
man, um eine Glihbirne zu wechseln? 1,9999983256"
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Viele dieser Sdtze wurden im klassischen Zweig der Primzahltheorie
entwickelt, heute erscheinen sie aber auch in verschiedenen anderen
Zweigen der Mathematik.

Ein bekannter starker Siebsatz, der vielfdltige Anwendungen hat, ist
das Selberg-Sieb bzw. A2-Sieb:
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Selberg-Sieb:
Fir Ay := ﬂp|d A, gelte die Approximationsformel

#Ay = g(d)X + Ry mit einer multiplikativen Funktion g, fiir die
0 < g(p) <1 fir alle p € P gilt.

1
Sei F(z) = Z ——— mit der Funktion (k) := Ed|k g(’E%

f(d
d|P(z) (d)
d<z
Dann gilt
S(A,P,2) + ) 3Y@IRy),
d<z?
d|P(2)

wobei v(d) := #{p | d} die Anzahl der verschiedenen Primteiler
von d bezeichnet.
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Unter Annahme der Riemannschen Vermutung gibt es bei fest
gewihltem ¢ > 0 Primzahlen in allen Intervallen [n, n + n'/2+, fiir
die n hinreichend groR ist.

Ohne Annahme unbewiesener Vermutungen (0.A.u.V) wurde mit
Siebmethoden gezeigt, dass es Primzahlen in Intervallen der Form
[n, n + n*/2%[ fiir alle hinreichend groRen n gibt [G. Harman 2007].

Wird die Riemannsche Vermutung angenommen, enthalten fast alle
Intervalle [n, n + log® n[ mit n < X Primzahlen (mit Ausnahme von
hSchstens o(X) vielen).




2. Primzahlen, die durch Polynome dargestellt werden

Ist f(x) € Z[x] ein nichtkonstantes irreduzibles Polynom mit
positivem Leitkoeffizient und hat f(n) keinen festen Primteiler,
wenn n € N durchlduft, nimmt f(n) dann unendlich oft
Primzahlwerte an? Dies ist eine offene Vermutung.
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x3 +2y3 ebenso [D. R. Heath-Brown 2001].
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Bekannt ist: Ist & € R\ Q irrational, dann gibt es unendlich viele
Paare teilerfremder ganzer Zahlen m, n mit |o — 2| < L.

Konnen wir auch unendlich viele Losungen der Ungleichung
la = 2] < ;ﬁ erhalten, fiir ein festes 0 < 0§ < 17

Nimmt man noch strengere Vermutungen als die GRH
(verallgemeinerte Riemannsche Vermutung) an, ist dies wahr fiir
0<6<1/3.

Die Behauptung ist falsch fiir § = 1: Es gibt iiberabzihlbar viele «

so dass |

ogp
< - -

el 500p log log p

nur endlich viele Lésungen in Primzahlen p hat, wobei

|Ix]| == minmez |[x — m| [G. Harman 1995].
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Frage: Was ist die kleinste Primzahl in einer arithmetischen
Progression?

Fiir eine gegebene Restklasse a mod ¢ mit ged(a, g) = 1, fragen
wir nach der GroRe von ppin(q,a) := min{p prim; p = a mod g}.

Y. Linnik zeigte [1944] dass es eine absolute Konstante L > 0 mit
Prmin(q,a) < gt gibt, die wir heute Linniks Konstante nennen.

linnikSchrift.png

Ausschnitt der Inschrift auf Linniks Grabstein
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klassischen nullstellenfreien Gebiet fiir L-funktionen gefiihrt werden:

Es gilt L(s, x) # 0 fiir jeden primitiven Charakter x mod ¢ und
s=o+ it mto>1-—c/log(q(|t| +2)), wobei c eine positive,
absolute Konstante ist, auler fiir hchstens eine einfache reelle
Nullstelle von L(s, x) — wobei x dann ein reeller Charakter ist.

Ein weiteres Problem von Y. Linnik ist die GroRe des kleinsten
nichtquadratischen Rests mod p, ndmlich von

g(p) := min{n € N; (g) =—1}.
Vinogradovs Vermutung: Ve > 0 Vp > po(e) : q(p) < p°.

Unter Annahme der GRH wurde q(p) < (log p)? gezeigt [Ankeny
1952] — ein wichtiges Ergebnis fiir Primzahltest-Anwendungen!
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Er fihrte dazu eine neue Siebmethode ein, die nach ihm intensiv
weiterentwickelt wurde. Man nennt sie heute die Methode des
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Eine der wichtigsten Anwendungen des groRen Siebs (zusammen
mit bestimmten kombinatorischen Identitdten) ist der Satz von
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Er besagt, dass die Riemannsche Vermutung fiir alle Moduln g bis
zu einer bestimmten Schranke im Schnitt stimmt.
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Fiir reelle A, Q, x > 1 gilt

Zsup max |E(y; q,a)| <a (Iog )A + Q\/_(|0g(Qx))

q<Qy<X amod g
wobei
y .
E(yiq,a) =1(yiq.a) — —— mit ¥(y;q,a) == > _ A(n),
©(q) oy
n=a mod <pq

so dass die nichttriviale obere Schranke <4 x(log x)™* fiir
Q < x'/?(log x)~3~4 gilt.




Fiir reelle A, Q, x > 1 gilt

%jgﬁam%qlﬂy 9.2) €A {jor 57 ) + Qv/x(log(@x))?
wobei
E(y:q,a) = (i q,a) — —— mit $(y;q,a) == > A,
©(q) oy
n=a mod goq

so dass die nichttriviale obere Schranke <4 x(log x)™* fiir
Q < x1/?(log x) 34 gilt.

Der Exponent 1/2 miisste laut der Elliott—Halberstam-Vermutung
durch 1 — ¢ ersetzbar sein, von einem Beweis davon ist man weit
entfernt.
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der Annahme der Riemannschen Vermutung konkurrieren kdnnen:
Der Satz von Bombieri—Vinogradov hat viele Anwendungen.

Z.B.: Heute wissen wir aufgrund des Satzes von
Bombieri-Vinogradov, dass im Linnik-Problem zur kleinsten
Primzahl in einer Progession die Abschdtzung prin(g,2) < ¢°1°
wahr ist fiir fast alle q. Diese Schranke miisste unter Annahme der
GRH fiir alle g gelten.

Eine andere, sehr neue Anwendung des Satzes von
Bombieri-Vinogradov: Die neuen Durchbriiche zur
Primzahlzwillingsliickenschranke nach GPY/Zhang/Tao/Maynard,
vgl. spater.
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Der wichtigste Schritt eines Fourier-analytischen Beweises des
GroRen Siebs (und damit des Satzes von Bombieri—Vinogradov) ist
eine Ungleichung mit Exponentialsummen, die sogenannte
groRe-Sieb-Ungleichung:

Sei {vn} eine Folge komplexer Zahlen, seien M, N € N und sei
Q@ > 1 eine reelle Zahl. Dann ist

> Y | Y we(n)f <@+ me,

q<Q 1<a<q M<n<M+N
ged(a,g)=1

wobei [[v]|2 := 3y ncmrin Ival? (@) == exp(2mia) fir a € R.



Grundideen der Siebtheorie

Klassische Anwendungen in der Primzahltheorie

Ausgewahlte Beispiele weiterer Anwendungen

Neue Durchbruche bei kleinen Primzahllicken
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Ein Problem von J.-P. Serre [1990] bzgl. der quadratischen Form
©ap(X,Y,Z) = aX?+ bY? — Z? lautet: Fiir wieviele natiirliche
Zahlen a und b hat ¢, eine nichttriviale rationale Nullstelle? Im
Sinne des Lokal-Global-Prinzips von Minkowski fragt man dann
nach den p-adischen Losungen fiir jede Primzahl p. Es gibt eine
p-adische Lésung genau dann wenn fiir das Hilbertsymbol

(%) =1 erfillt ist.

Antwort: Die Anzahl Paare (a,b) mit 1 < a,b < H, fiir die ¢,
eine nichttriviale rationale Nullstelle hat, ist << H?/log log H.

Genauer: Sei P eine unendliche Menge ungerader Primzahlen. Ist
die Menge Pp :={p € P; (g) = —1} hinreichend groR, so dass
> peP, %) = 00, dann hat fiir fast alle quadratfreien a, die
teilerfremd zu 2b sind, die quadratische Form ¢, , keine

nichttriviale p-adische Nullstelle fiir mindestens ein p € P.
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kubisches Polynom und ¢(u, v) eine bindre quadratische Form ist.

Nimmt man bestimmte harmlose Bedingungen an, wurde gezeigt,
dass es unendlich viele rationale Punkte auf Chatelet-Oberflachen
gibt, wobei (u, v) = u? — cv? [H. Iwaniec und R. Munshi, 2010].
Fiir die Anzahl solcher Punkte mit beschrankter Hohe kénnen
einige starke Abschatzungen gezeigt werden.

Z.B.im Fall c = —1: Sei F(X) = X3 +aX? + 8X +v € Z[X] mit
a+ B+~ =0mod 4. Dann enthilt F(x) = v? + v2 unendlich
viele rationale Punkte (x, u, v). Die Anzahl solcher rationaler
Punkte mit Nenner < y ist > y(logy) /2.
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Ein Problem vom Primzahlzwilllingstyp kann wie folgt auf
elliptischen Kurven formuliert werden:
Betrachte eine elliptische Kurve E(Q).
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Ein Problem vom Primzahlzwilllingstyp kann wie folgt auf
elliptischen Kurven formuliert werden:
Betrachte eine elliptische Kurve E(Q).

Vermutung von Koblitz: Es gibt unendlich viele p, so dass die
Ordnung #E(F,) eine Primzahl ist (E(Q) ohne CM und nicht
Q-isogen zu einer elliptischen Kurve mit nichttrivialer Q-Torsion).
Die Vermutung von Koblitz wahr ,im Mittel

[A. Balog, A. C. Cojocaru, C. David 2011].

Z.B. kann fiir die Kurve E : y2 =x3 —x, gezeigt werden, dass

#{p < x; p=1(4), #E(Fp) = 8P2} > x(log x)?,

wobei P> eine natiirliche Zahl mit hdchstens zwei Primfaktoren ist.
Die erwartete asymptotische Formel, in der P, durch eine Primzahl
ersetzt ist, ist eine offene Vermutung, die moglicherweise ebenso
schwer wie das Zwillingsproblem selbst ist.
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Sei f(x) € Z[x] ein Polynom mit Leitkoeffizient 1.
Wir erwarten: Gal(7]|Q) = S, mit Wahrscheinlichkeit 1.
Betrachte

En(H) = #{(z1,. ., 22); 2] <H, 1< i <n,
so dass f(x) = x" 4+ z1x" L - 4 z,
nicht S, als Galoisgruppe hat}.
Man kann leicht zeigen, dass die Anzahl reduzibler f, fiir die
zi| < H gilt, > H"™ 1 ist, so dass E,(H) > H" L.

Es wird vermutet, dass E,(H) <, H" 11
Fiir n = 2,3, 4 konnte diese Schranke bestatigt werden [P. Lefton
1979, R. Dietmann 2012].

Die beste zur Zeit bekannte obere Schranke ist E,(H) < H"~1/2
[D. Zywina 2010].
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8 9 10 |
Cg, C4 X C2, C23, Dih4, Qg Cg, C32 C1o = C5 X C2, Dih5 ‘

Wir erhalten die Anzahl von Isomorphieklassen von Gruppen der

Ordnung 1,2,3,4, ...
1,1,1,2,1,2,1,5,2,2,1,5,1,2,1, 14, 1
,1,51,1,2,1,14,1,2,2, 14, 1,
15,2,13,2,2,1, 13,1, 2,
,1,6,1,52, 15, 2,1, 15, 1,

! ]

2,5 4,1
51,5, 1,
1,2,3, 4

wie folgt:

,5,1,5,2,2,1,15,2

6,1,4,2 21,52, 2,
4,267,1,4,1,5,1,4,1,50
2,1,12, ...
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Fiir welche n gibt es genau eine Isomorphieklasse (ndmlich nur die
zyklische Gruppe)?

Ein Satz der Gruppentheorie besagt, dass dies genau dann der Fall
ist, wenn ged(n, ¢(n)) =1 gilt [Szele 1947].

Betrachte A(x) := #{n < x; ged(n, p(n)) = 1}.
Beobachtung: n mit ged(n, p(n)) = 1 ist nicht teilbar durch eine
Primzahl g = 1 mod p fiir p | n, sonst ware p | gcd(n, ¢(n)).

Diese Beobachtung kann fiir ein Siebargument benutzt werden: Fiir
jede Primzahl p betrachte die Menge der n, die p als kleinsten
Primteiler hat. Streiche in dieser Menge alle Vielfachen von
Primzahlen ¢ = 1 mod p.
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nach der GrdBe ihres kleinsten Primteilers p auf.
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Erdés benutzte dieses Siebargument und teilte die Menge der n auf
nach der GroBe ihres kleinsten Primteilers p auf.

Durch Anwendung einer trickreichen Kombination des Brunschen
Siebs mit dem obigen Ergebnis zur Anzahl der n ohne kleinen
Primfaktoren zeigte er:

Theorem [Erd6s 1948]:

Die Anzahl A(x) der n < x, fiir die jede Gruppe der Ordnung n
zyklisch ist, ist

e Tx

A(x)

fiir x — 0o, wobei v die Euler—Mascheroni-Konstante ist.

- log log log x



6. Neue Richtungen der grolken-Sieb-Methode

Das folgende Problem kann als Analogon des Linnik-Problems im
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Das folgende Problem kann als Analogon des Linnik-Problems im
Kontext elliptischer Kurven verstanden werden:

Gegeben seien zwei nichtisogene elliptische Kurven E; und E; iiber
Q, was ist die kleinste Primzahl p mit guter Reduktion, so dass

#E (Fp) 7é #E2(]Fp)?

Diese Frage wurde [1981] von J.-P. Serre untersucht. Er zeigt unter
Annahme der GRH (fiir Dedekindsche Zeta-Funktionen): Es gibt so
ein p < (log D)?, wenn D eine gemeinsame obere Schranke der
Fiihrungszahl von E; und Ejp ist.

O.A.u.V. zeigten W. Duke und E. Kowalski [2000] eine statistische
Version vom Linnik-Typ dieser Behauptung.

In ihrem Beweis formulierten sie das Problem um zu einem iiber
Spitzenformen und zeigten eine grole-Sieb-Ungleichung fiir
Spitzenformen, welche die Schliisselrolle in ihrem Beweis spielt.



Grundideen der Siebtheorie

Klassische Anwendungen in der Primzahltheorie

Ausgewahlte Beispiele weiterer Anwendungen

Neue Durchbriche bei kleinen Primzahlliicken
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Ansatz zur Zwillingsvermutung: Z3hle “kleine Primzahlliicken”

Eine Primzahlliicke ist eine Differenz p,11 — p, fiir n € N, wenn
p1=2,p0 =3,p3 =5,... die unendliche Folge der Primzahlen
bezeichnet.

Wie klein ist die kleinste Primzahlliicke, die nachweislich unendlich
oft vorkommt, d. h. wie kann

liminf (pp1 — pn)

nach oben abgeschitzt werden?

Die Zwillingsvermutung ist genau die Aussage, dass dieser Wert
=2 ist.
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Laut Primzahlsatz betragt die Differenz pp,r1 — pn im Mittel etwa
log pn. Tatsachlich ist diese unendlich oft kleiner:

Beweis der “small gap conjecture”

GPY.png liminf PrHL"Pn _ g
n—00 log pn

(sogar unendlich oft kleiner als

V/l0g pn(log log pn)?)

v.r.n.l.: D. Goldston, J. Pintz,
C. Yildinm (GPY 2005)

Beweis der “bounded gap conjecture” unter Annahme der
Elliott—Halberstam-Vermutung:

liminf (pni1 — pn) < 16
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Am 14. Mai 2013 wurde bekannt,
dass die ,bounded gap
conjecture” geldst hat:

Er wies die Existenz einer

Zhang.png Konstanten H > 0 nach, firr die
. _ <
liminf (pns1 —pn) < H
gilt, ganz ohne Annahme einer
Y. Zhang unbewiesenen Vermutung.

In seinem Beweis leitet er fiir die Zwillingsliickenschranke H den
numerischen Wert H = 70.000.000 her.
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Er promovierte 1992 in Purdue.

Er fand im Anschluss keine akademische Anstellung, arbeitete
daraufhin in diversen Jobs, u.a. in einem Sandwich-Shop von
Subway, einem Motel, als Bote fiir einen Liefer-Service.

1999 fand er eine Lecturer-Stelle an der University of New
Hampshire.

Er entwickelte ausgefeilte, tiefe Resultate und hatte wichtige
Schliisselideen, die Experten entgangen waren. Seine Arbeit schrieb
Zhang so, dass sie nicht gleich abgelehnt werden konnte. Er war zu
dem Zeitpunkt 57 Jahre alt.

Die Geschichte iiber Zhang fand ein gewaltiges Medien-Echo, u. a.
berichtete am 21. Mai 2013 die New York Times iiber ihn. Zhang
erhielt viele Preise fiir seinen Durchbruch. Heute ist er Professor an
seiner Universitdt in New Hampshire.
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Von T. Tao wurde daraufhin ein Internet-Projekt namens
Polymath 8 initiiert, das mehreren Autoren die gemeinsame
numerische Verbesserung der Schranke H erlaubte.

Auf der Internet-Webseite des Projekts kann die Entwicklung
abgerufen werden. Eine Auswahl:

Datum Autor H

14. Mai 2013 Zhang 70.000.000
3. Juni 2013 Tao 285.456
16. Juni 2013  Sutherland 60.744
5. Juli 2013  Engelsma 5.414

Das Projekt wurde mit H = 4.680 abgeschlossen.
Dabei wurden einige Vereinfachungen in Zhangs Beweis erzielt.
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Zhang auf H = 600 verbessert.
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James Maynard

James Maynard hatte 2009 in Oxford bei R. Heath-Brown
promoviert und 2013-2014 in Montréal bei A. Granville geforscht.
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Das Polymath-Projekt wurde am Tag der Verdffentlichung der
Maynard-Arbeit von Terence Tao in die Projekte 8a (das bisherige,
was nicht weiter verfolgt wird) und 8b aufgespalten.

Das neue Projekt 8b arbeitete an den weiteren Verbesserungen der
Maynard-Methode. Mittlerweile ist so die Zwillingsliickenschranke
auf H = 246 gedriickt worden.

Unter Annahme der (EH) zeigt die Maynard-Methode H = 12, und
unter Annahme einer technischen Verallgemeinerung der (EH) kann
diese sogar auf H = 6 gedriickt werden.

Diese Werte fur H sind derzeit die theoretisch besten, die mit den
neuen, aktuellen Methoden erreicht werden konnen.
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Zur Zeit sind keine weitere neue Verbesserungen zu erwarten, es
sind wiederum grundlegend neue ldeen erforderlich. Die neuen
Methoden von Zhang/Tao/Maynard konnten aber bereits
gewinnbringend zur L3sung weiterer Probleme eingesetzt werden.

Im August 2014 gab James Maynard auf arXiv bekannt, dass er das
Erdés—Rankin-Problem fiir groe Primzahlliicken geldst hatte.
Erdés hatte seinerzeit einen Preis von 10000 US-Dollar fiir die
Losung des Problems ausgelobt.

In derselben Woche verdffentlichten Ford, Green, Konyagin, und
Tao einen anderen Beweis desselben Problems, aber ebenso wie
Maynard mit einer neuen Variante der Tao/Maynard-Methode.
Satz von Ford-Green-Konyagin-Maynard-Tao [2014]:

log n loglog n loglogloglogn

— >
P+l = Pn log log log n

(£ iinn nAli~h iala )



Vielen Dank!
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