Ubungen zur Differentialgeometrie
(Winter 2023/24)

4. Ubungsblatt (31.10.2023)

Abgabe der Losungen néchsten Dienstag, 7.11.2023, bis 10:30 in der Vorle-
sung.

Auf M = R" entspricht der Differentialoperator a%j (also eine Derivati-
on) dem Vektorfeld (0,...,0,1,0,...,0)", und wir werden ersteren auch als
Notation fiir das Vektorfeld verwenden.

Ubung 4.1. Seien X,Y, Z die Vektorfelder auf R?
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und V sei der von X,Y,Z aufgespannte Unterraum von T'(R3 TR?). Sei
g € O(3) eine Isometrie des euklidischen Vektorraums fir die kanonische

euklidische Metrik. Zeigen Sie g.V = V. (26 Punkte)

Ubung 4.2. Sei M := R?/(2nZ)? ein zweidimensionaler Torus und X,Y €
T(M,TM) mit

Vi) = sin2(x)£ + cos(z + y)2

0 0
Xey=5-+ cos(2y) 5 3y

Ox dy
(bzw. in anderen Schreibweise Xy = (cosl2zy> Yoy = (Cossiéffy)>). Sei fiir
neN

g: M — R,
x
<y) — cos(x + ny).
Berechnen Sie Lxg und Lyyg. (21 Punkte)
Ubung 4.3. Sei mit den Bezeichnungen von Ubung 4.2 f : M — M, (z) >
(Y). Berechnen Sie f.X und f.Y . (21 Punkte)

Ubung 4.4. In dieser Aufgabe wird noch eine weitere Beschreibung von
T,M, genauver des Dualraums T;M behandelt. Sei M eine Mannigfaltigkeit
und p € M. In der R-Algebra der R-wertigen Funktionen C*(M,R) sei T,
das Ideal der Funktionen, die auf einer offenen Umgebung U von p verschwin-
den. Die Elemente von F, := C*(M,R)/I, heiffen Keime von R-wertigen
Funktionen. Zeigen Sie:

a) T, =A{lf] € F,| f(p) = 0} ist wohldefiniert und ein Ideal in F,.
b) Tp/(Tp)? = Ty M, [f] = T, f ist ein Vektorraum-Isomorphismus.
(16+16 Punkte)
(Ein Ideal a eines kommutativen Rings (R,+,-) ist eine Untergruppe von

(R,+) mita-R C a).

Sie finden die Aufgabenblitter unter
http://reh.math.uni-duesseldorf.de/~koehler/Lehre/2023-24/Vorlesung.html



