
Übungen zu Globaler Analysis II
(SoSe 2025)

3. Übungsblatt (22.4.2025)

Abgabe der Lösungen nächsten Dienstag, 29.4.2025, bis 10:30 in der Vorle-
sung.

Erinnerung an den Hodge-∗-Operator: Sei (V, ⟨·, ·⟩) ein n-dimensionaler
euklidischer Vektorraum. Auf Λ•V wird das Skalarprodukt gewählt, für das
Λq ⊥ ΛℓV für q ̸= ℓ und

⟨α1 ∧ · · · ∧ αq, β1 ∧ · · · ∧ βq⟩ = det(⟨αj, βℓ⟩)qj,ℓ=1

für alle q ∈ N, 1-Formen αj, βj. Sei e1, . . . , en eine Orthonormalbasis und
dvol := e1∧· · ·∧ en. Der Hodge-Stern-Operator ∗ ∈ End (Λ•V ) wird definiert
durch

∗(ej1 ∧ · · · ∧ ejq) = sign

(
1

j1
· · · n

jn

)
· ejq+1 ∧ · · · ∧ ejn

für {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n}. Für α, β ∈ Λ•V gilt α∧∗β = ⟨α, β⟩·dvol. Insbs.
hängt ∗ nur von der Wahl von dvol mit ∥dvol∥2 = 1 ab. Für jede q-Form α
gilt ⟨∗α, β⟩ = (−1)q(n−q)⟨α, ∗β⟩. Auf den q-Formen ist ∗2 = (−1)q(n−q).

Übung 3.1. Zeigen Sie ∀X ∈ TM,ω ∈ ΛqT ∗M : ∗ιXω = (−1)q−1X♭ ∧ ∗ω.
(15 Punkte)

Übung 3.2. Sei dimM = n. Zeigen Sie d∗ = (−1)nq+n+1 ∗ d∗ auf Aq(M)
mit dem Hodge-Stern-Operator ∗. (25 Punkte)

Übung 3.3. Beweisen Sie, dass die Divergenz von Killingfeldern verschwin-
det, in dem Sie allgemein divX = −1

2
Tr (LXg)

♯ (mit (LXg)
♯ ∈ EndTM)

zeigen. (20 Punkte)

Übung 3.4. Bestimmen Sie den Wärmeleitungskern des Operators H|x :=

− d2

dx2 + x2 auf den reellwertigen Funktionen über M = R, indem Sie den
Ansatz

pt(x, y) = exp

(
at
x2 + y2

2
+ btxy + ct

)
mit a, b, c : R+ → R versuchen und die resultierenden Differentialgleichungen
für a, b, c lösen. (40 Punkte)

Sie finden die Aufgabenblätter auch unter
http://reh.math.uni-duesseldorf.de/∼koehler/Lehre/2025/Vorlesung.html


