Ubungen zu Globaler Analysis 11
(SoSe 2025)

3. Ubungsblatt (22.4.2025)

Abgabe der Losungen nédchsten Dienstag, 29.4.2025, bis 10:30 in der Vorle-
sung.

Erinnerung an den Hodge-*-Operator: Sei (V) (-,-)) ein n-dimensionaler
euklidischer Vektorraum. Auf A*V wird das Skalarprodukt gewahlt, fiir das
A7 L AV fiir ¢ # £ und

<a1 JAREIAN Qyg, ﬂl ARRRNA 5q> = det(<ajv ﬁ€>)g‘,€:1

fir alle ¢ € N, 1-Formen «;, ;. Sei ey, ..., e, eine Orthonormalbasis und
dvol :=e; A--- Aey. Der Hodge-Stern-Operator * € End (A*V) wird definiert

durch
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fir {j1,...,Jn} ={1,...,n}. Fir o, 8 € A*V gilt aAxf = (a, B)-dvol. Insbs.
hiingt * nur von der Wahl von dvol mit |dvol||> = 1 ab. Fiir jede ¢-Form «
gilt (xa, ) = (=1)7"=9D(q, *B). Auf den g-Formen ist > = (—1)2"~9),

Ubung 3.1. Zeigen Sie VX € TM,w € ANT*M : s1xw = (—1)71X° A xw.
(15 Punkte)

Ubung 3.2. Sei dim M = n. Zeigen Sie d* = (—1)"" % dx auf A¢(M)
mit dem Hodge-Stern-Operator . (25 Punkte)

Ubung 3.3. Beweisen Sie, dass die Divergenz von Killingfeldern verschwin-
det, in dem Sie allgemein divX = —3Tr(Lxg)* (mit (Lxg)* € EndTM)
zeigen. (20 Punkte)

Ubung 3.4. Bestimmen Sie den Wirmeleitungskern des Operators Hy =

—j—; + 22 auf den reellwertigen Funktionen diber M = R, indem Sie den

Ansatz
22 4 g2

pe(z,y) = exp (at + by + Ct>

mita,b,c: RT — R versuchen und die resultierenden Differentialgleichungen
fiir a, b, ¢ losen. (40 Punkte)

Sie finden die Aufgabenblitter auch unter
http://reh.math.uni-duesseldorf.de/~koehler/Lehre/2025/Vorlesung.html



