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1.Einleitung

In dieser Arbeit wird ein Beweis des lokalen Atiyah-Singer-Indextheoremes mit Hilfe von
Methoden aus der Stochastischen Differentialgeometrie erklart. Im wesentlichen stammt
der dargestellte Beweis von [Bismut(2)] und [Leandre]; einige Teile wurden leicht verdndert
und mit differentialgeometrischen Begriffen geschlossener und ohne lokale Koordinaten
formuliert.

Der lokale Indexsatz wurde zuerst von [Patodi] fiir den Satz von GauB- Bonnet-Chern
und spéter fiir den Satz von Riemann-Roch bewiesen. [Atiyah- Bott-Patodi] konnten
mit Hilfe der Invariantentheorie den lokalen Hirzebruch-Signatursatz mit Koeffizienten in
einem Hilfsbiindel zeigen. Mit einem K-theoretischen Argument folgerten sie daraus den
Indexsatz fiir eine grofie Klasse von elliptischen Komplexen. In [Gilkey| findet man eine
ausfiihrliche Beschreibung dieses Beweises. Mit einer stochastisch bewiesenen Ungleichung
konnte [Getzler] einen eleganten Beweis konstruieren. SchlieBlich verwendete [Bismut(2)]
stochastische Prozesse, um den Warmeleitungskern darzustellen, und gab mit deren Hilfe
eine asymptotische Entwicklung, die den Indexsatz lieferte. [Ikeda-Watanaba(2)] ver-
wendeten Taylorreihen im Malliavin-Kalkiil, um einen einfachen Beweis des Hirzebruch-
Signatursatzes zu erhalten. Mit derselben Methode bewiesen [Shigekawa-Ueki] den Satz
von Riemann-Roch. [Berline-Vergne| veroffentlichten einen gruppentheoretischen Beweis
des Satzes von Atiyah- Singer. Bismut’s Beweis wurde von [Azencott] mit einer asymp-
totischen Entwicklung der Brownschen Briicke vereinfacht. Spéter verwendete [Leandre]
den Malliavin-Kalkiil, um einfachere Entwicklungen ohne Konditionierung der Prozesse
zu erhalten. Eine umfangreichere Darstellung veréffentlichte er in [Leandre(2)]. [Hsu]
vereinfachte Azencott’s Beweis mit einer Taylorentwicklung der auftretenden Prozesse; er
bendtigt weder Zeitumparametrisierung noch eine stochastische Trennung der Prozesse auf
dem Spinor- und dem Hilfsbiindel. Fiir einige neuere Ansétze siehe [Bismut(3)].

Diese Arbeit entstand als Diplomarbeit des Fachgebietes Differentialgeometrie (bei
Professor H. Karcher). Deshalb werden differentialgeometrische Grundlagen gar nicht oder
nur sehr kurz erklart. Einige Begriffe zu Zusammenhéngen auf Prinzipalbiindeln findet
man in [Kobayashi-Nomizu| oder [Bishop-Crittenden].

Eine umfangreiche Darstellung der stochastischen Grundlagen geben [Tkeda- Wata-
nabe] und [Karatzas-Shreve|, eine Einfithrung [Chung-Williams|. Sie werden aber auch
in den ersten Kapiteln kurz erlautert: Zunachst werden Martingale und der Ito-Kalkiil
erklart. Weiter werden Brownsche Bewegung und stochastische Analysis auf Mannig-
faltigkeiten behandelt (weiterfithrende Literatur zu diesem Thema ist etwa [Bismut]).
Danach wird die differentialgeometrische Formulierung der Charakteristischen Klassen und
das Spinorbiindel erlautert. Dann folgt der stochastische Beweis des Indexsatzes:

Der Warmeleitungskern fiir das Quadrat des Dirac-Operators wird mit der Brown-
schen Bewegung und einigen Hilfprozessen dargestellt. Diese Hilfprozesse, etwa die Pa-
rallelverschiebung léngs des Brownschen Pfades, werden durch stochastische Differential-
gleichungen definiert. Nach einer Idee von Leandre wird hier nicht, wie sonst {iblich,
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mit einer Brownschen Briicke gearbeitet. Stattdessen wird der Kern mit Hilfe von Regu-
laritatsaussagen aus dem Malliavin-Kalkiil als bedingte Erwartung eines einfachen Prozes-
ses dargestellt. In dieser Arbeit sind diese Prozesse noch einfacher und natiirlicher als bei
Leandre gewahlt.

Dank einer Selbstahnlichkeit der Brownschen Bewegung kann man die zeitabhéngige
Verteilung der Prozesse iiber eine Parametrisierung der Differentialgleichungen simulieren.
Dann differenziert man nach diesem Parameter, um eine asymptotische Entwicklung nach
der Zeit zu erhalten. Bei der Integration der entstehenden Gleichungen hilft eine Formel
von Lévy.

Durch Verwendung von Koeffizienten in einem Biindel ¢ wird die Berechnung etwas
uniibersichtlicher. Die Prozesse miissen zunachst in Anteile fiir das Spinorbtindel und das
Koeffizientenbiindel aufgespalten und spater wieder zusammengefiihrt werden. Vielleicht
erleichtert es das Verstandnis, wenn man bei der ersten Lektiire alle durch das Biindel &
entstehenden Prozesse und Probleme ignoriert oder sich £ als triviales Biindel vorstellt.

Ich danke allen, die zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben, insbesondere Dipl.-
Math. Christian Bar und Dr. Hui Huang fiir ihre zahlreichen Hinweise und Erlauterungen
und Bernhard Leeb fiir die intensive Zusammenarbeit beim Erlernen der stochastischen
Begriffe. Ich danke auch Prof. H. Karcher und Prof. H. Follmer fiir einige Verbesserungs-
vorschlage.



2.Grundlagen

2.1. Stochastische Prozesse
Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I := Ny oder Ry .

DEFINITION: Sei (E,€) ein Mefiraum. Ein (E-wertiger, stochastischer) Prozef3 X =

(Xt)ter ist eine Familie von mefbaren Abbildungen X; : Q@ — FE. Fiir ein w € Q
heifit die Abbildung ¢ — X;(w) Pfad.

FE wird immer ein metrischer Raum sein. Fiir die Kapitel zwei bis vier sei E ein euklidischer
Vektorraum. Alle betrachteten Prozesse werden, ohne das speziell darauf hingewiesen wird,
(pfadweise) rechtsstetig mit endlichen linksseitigen Limiten sein.

Ein Beispiel fiir einen Prozefl in diskreter Zeit (d.h. I = Ny) ist etwa der Ausgang
eines Spiels nach der n-ten Runde.

Das wichtigste Beispiel fiir einen Prozef in stetiger Zeit ist die Brownsche Bewe-
gung w. Ein reellwertiger stetiger Prozefl w (d.h. pfadweise stetig) ist eine Brownsche
Bewegung, wenn

i) wo =0 P-fs,,

ii) fiir t > s die Differenz wy — w,s N(0,/t — s)-verteilt ist und

ii) fur ¢t < ... <t, die wy,, wy, — Wiy, ..., we, _, — we, unabhéngig sind.

Man kann mit einem Satz von Kolmogoroff zeigen, dafi auf Q := C(R{) mit der

von den Borelschen Zylindermengen erzeugten o-Algebra ein Mafl P existiert, so dafl die
Abbildungen w — w(t) eine Brownsche Bewegung werden (die Borelschen Zylindermengen
haben die Form

{w‘(wtl,...,wtn) €A}

fir Zeiten tq,...,t, und Lebesgue-mefibares A C R"™).

DEFINITION: Eine Filtrierung des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, F, P) ist eine auf-
steigende Folge (F;)scs von o-Unteralgebren von F. Fiir I = Ry heifit die Filtrierung
rechtsstetig, falls fiir alle ¢ > 0

ft:ﬂft—&—a-

e>0

Die Filtrierung heifit Standardfiltrierung, wenn sie rechtsstetig ist und (Fp) alle
P-Nullmengen enthélt. Ein Prozef X heifit an (F;) adaptiert, wenn fir alle ¢t X,
Fi-meBbar ist.
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Die Filtrierung lafit I zu einer Zeitachse werden: Jede o- Unteralgebra F; lafit sich als
Informationsmenge interpretieren, namlich die Kenntnis dariiber, welche Ereignisse aus F;
stattfinden, d.h. fiir welche A € F; bei Wahl eines w € Q w € A gilt.

Damit stellen die aufsteigenden o-Algebren ein ”Gedachtnis” dar. F; enthélt die bis
zum Zeitpunkt ¢ bekannten Informationen, [0, ¢[ stellt dann die ” Vergangenheit” und |¢, oo|
die ” Zukunft” dar. Fiir einen adaptierten Prozefl enthélt die Filtrierung alle Informationen
iiber das Verhalten des Prozesses bis zur Gegenwart. Eine rechtsstetige Filtrierung erlaubt
es, einen infinitesimalen Blick in die Zukunft zu werfen und z.B. vorherzusehen, ob ein
im R" diffundierendes Teilchen direkt nach der Gegenwart in eine offene Menge eintreten
wird oder nicht.

BEisPIEL: Die kleinste Filtrierung, beziiglich der ein Prozefl X adaptiert ist, ist
=0 (Xsls <),

die kleinste rechtsstetige ist

.,IttZ: ﬂft—‘ra-

e>0

Mit dem folgenden Begriff kann man das ”Gedachtnis” F; auswerten und damit auf das
Verhalten eines Prozesses Einflul nehmen oder Informationen iiber den Prozef3 sammeln.

DEFINITION: Eine Stoppzeit ist eine Zufallsvariable 7 : Q — I U {oo}, so da8

Vi >0:{r <t} e F.

Man ”weif3” also zum Zeitpunkt ¢, ob die Stoppzeit in der Zukunft liegt oder schon voriiber
ist.

BEISPIELE: i) Spielstrategien: Eine Strategie, die festlegt, nach welcher Gewinnfolge eine
Serie von Spielen beendet werden soll, ist eine Stoppzeit.
ii) Sei (F:) eine rechtsstetige Filtrierung, X ein stetiger adaptierter Proze, A C E
offen oder abgeschlossen. Dann ist die Eintrittszeit

T4 = inf{t|X; € A}

von X in A (oder die Austrittszeit von X aus E\A) eine Stoppzeit, denn (Beweis fiir
offenes A, fiir abgeschlossenes siehe [Karatzas-Shreve 1.2.7])

{TA<t}_ﬂ U x7'4)er.

n=1 s<t+ 1
sGQ



— Grundlagen —

2.2. Martingale

Einer der wichtigsten Begriffe in der Stochastischen Analysis ist der des Martingals. An-
schaulich ist ein Martingal ein stochastischer Prozef3, dessen bestmogliche Vorhersage bei
Kenntnis eines Anfangsstiickes auf dem Zeitintervall von 0 bis s durch den Wert zum
Zeitpunkt s gegeben ist.

Ein typisches Beispiel in diskreter Zeit ist etwa ein faires Spiel: Zu jedem Zeitpunkt
wird eine (ideale) Miinze geworfen und Kopf oder Zahl als +1 oder -1 gezéhlt. Die Summen
der bisherigen Ergebnisse bilden dann ein Martingal; die beste Vorhersage der Summe etwa
bis zum zehnten Spiel, die sich machen 1a83t, wenn die Miinze erst fiinfmal geworfen wurde,
ist die Summe der ersten fiinf Wiirfe.

Um dies mathematisch zu fassen, mufl zunachst der Begriff ”bestmogliche Vorhersage”
prézisiert werden, namlich folgendermaflen als bedingte Erwartung:

DEFINITION: Die bedingte Erwartung X — E[X|A] =: X, fiir eine o-Unteralgebra
A C F ist die Orthogonalprojektion (F-mb., L?) — (A-mb., L?).

BEMERKUNG: E|[-|Ap] ist mit der Beziehung
VYy Ag-mb., € L' : E[YyXo] = E[Yo X]

eindeutig nach L! fortsetzbar. Insbesondere gilt E[Xo] = F[X].

Das heifit also, Xy ist diejenige Zufallsvariable, die unter allen lediglich mit Kenntnis von
Ag bestimmbaren X im L2-Sinne am nichsten liegt.

DEFINITION: Sei (F;) Standardfiltrierung.Ein adaptierter stochastischer Prozefl (M;):>o
(mit ¢t € R bzw. ¢t € N) heifit Martingal (in stetiger bzw. diskreter Zeit): <=

i)Vt >0:M; € L
i) Vt > s > 0: E[My|F,] = M,  P-fs.

My
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BEISPIELE: i) Faires Spiel (in diskreter Zeit): Sei (Y, )nen eine Folge von stochastisch
unabhiingigen Zufallsvariablen aus L! mit Erwartungswert 0, dann ist

(My) = (YY)
j=0
ein Martingal beziiglich der Filtrierung F,, := o(Y;|j < n).

ii) Sei X eine Zufallsvariable aus L', (F;) eine Filtrierung, dann ist
(Mi)ier = (E[X|F])

ein Martingal in stetiger Zeit.

iii) Die n-dimensionale Brownsche Bewegung w = (wl,...,w™), wobei die w’ paar-

weise unabhangige Brownsche Bewegungen sind, ist ein n-dimensionales Martingal,
d.h. jede Komponente ist ein Martingal.

Allgemeiner definiert man

DEFINITION: (X})¢>0 heift LP-Martingal: <= Vt: X; € L”.

Zwei wichtige grundlegende Séatze fiir den Umgang mit Martingalen:

STOPPSATZ 2.1. Set M ein Martingal und 7 eine P-f.s. beschrankte Stoppzeit. Dann ist
(M at) ein Martingal und

E[M.|F] = M,y P-fs.

KONVERGENZSATZ 2.2.  Sei M rechtsstetiges LP-beschrinktes Martingal (d.h., || M||, ist
beschrdinkt in t). Dann existiert eine Zufallsvariable Mo, € LP mit

lim M; = My P-f.s.

t—o0

Wenn p > 1 oder M gleichmdfSig integrabel ist, gilt sogar My = E[My|F;] P-f.s.

Fiir die Konvergenz von Martingalen geniigt also Beschranktheit.



3.Das Ito-Integral

3.1. Quadratische Variation

Fiir die Anwendungen in dieser Arbeit wird nur eine Teilmenge der Martingale benotigt
werden, fiir die sich ein umfangreicher Kalkiil entwickeln 148t. Sei zunachst

My = { stetige L? —Martingale M mit My = 0 P—f.s.}

Diese Menge von stochastischen Prozessen wird spater noch ein wenig erweitert werden.
Sei nun M € My, X (Fi)-adaptierter Proze. Dann kann ein Integral fg X, dM,

nicht mit dem Riemann-Stieltjes-Integral pfadweise erklart werden, da M nicht von lokal

beschriankter Variation ist,wenn es nicht konstant ist (s.u.). Man kann aber eine andere

Art von Integral definieren (nicht-pfadweise), die viele niitzliche Eigenschaften besitzt.
Dazu benétigt man folgende sehr wichtige Begriffe:

DEFINITION UND SATZ 3.1. Sei M € Ms. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten steti-
gen nichtfallenden Prozef ((M);)i>0 mit (M)o =0, so dafy M? — (M) ein Martingal
ist. (M) heifit die Varianz oder quadratische Variation von M.
Seien M,N € Msy. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten stetigen Prozefs
((M, N)i)t>0 von beschrinkter Variation mit (M, N)o =0, so daf§ MN — (M, N) ein
Martingal ist, namlich
(M+ N)— (M — N)
4

(M, N) heifst die Kovarianz oder Kreuzvariation von M und N.

<M7N> =

BEMERKUNG: Einige Eigenschaften der Variationen fiir M, N, M1, My € M5, a, B € R :
i) (M, M) = (M),
i) (M, N) = (N, M),
iii) (aM; + BMa, NY = a(M;, N) + B(Ma, N),
i) (M, N)|* < (M)(N).,
v) (M) =0 <= M =0 P-fs.
Letzteres gilt wegen E[M?] = E[{M);].

Das folgende Lemma erklart den Namen ”quadratische Variation” und macht plausibel,
warum die obige Begriffsbildung relativ natiirlich und dem Begriff des Martingals genau
angepaflt ist.
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LEMMA 3.2. Sei IT := (tg,...,tm), 0 =ty < t1 < -+ < t,, = t eine Zerlegung von
[0,f] C R, ||II|| := max |tg41 — ti|, M, N € My. Dann gilt

HI_IIiHIQOZ(MtkH — My, )(Neyoy — Niy) = (M, N); in Wahrscheinlichkeit.

Fiir einen adaptierten stetigen Prozefs (X;) und p € R heifst der Grenzwert (in
Wahrscheinlichkeit)

- IrlIlHnioZ|Mtk+1 My, [P

die p-te Variation von X, sofern er existiert.
Fiir Martingale € Mx\{0} gilt

VP — 0  firp>2,
S loo fir0<p<2.

Martingale sind also nicht von beschrankter Variation, aber von beschrankter quadratischer
Variation. Diese Eigenschaft macht sie zu guten Hilfsmitteln bei der Untersuchung von
Differentialoperatoren zweiter Ordnung.

Ein wichtiges Beispiel fiir Kreuzvariationen:

LEMMA 3.3. FEin n-dimensionales Martingal (M*,...,M™), M* € My ist genau dann
eine Brownsche Bewegung, wenn ¥t > 0: (M7, M), = §;xt.
Insbesondere sind die Kreuzvariationen dann deterministisch.

Beweis: (Nur ”=") Fiir t > s gilt

E[(MF)? — (M£F)?|F,] [M’“ )?|Fs] — 2B [Mf|FME + (MF)?

E
E[(M, Mk )?|Fs]
E|(
t—

[ <)

((Mf)? — t) ist also ein Martingal.
Nun sind M7 + M* als Prozesse dquivalent zu 2M*, also folgt (M7, M*) = 1 ((M7 +
M*)y — (M3 — MF)) =0. O

Der Raum M, der die Integratoren des zu definierenden Integralbegriffes enthalt,
wird nun zusammen mit dem Raum der Integranden mit einer Metrik versehen.
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DEFINITION: Fir M, N € My, T € R sei
1M]|7 = E[M7] = E[{M)r],

. ||M = N|, A1
d(M,N) =) | 2n” .

Fir (F;)-adaptierte Prozesse X, Y sei

(”X”2T =F / X2

Z X — YH% A

Die Menge Lo(M) der Integranden besteht aus den stiickweise stetigen (F;)-adaptier-
ten Prozessen mit endlichen || X||37.

x Ay bedeutet hier min(z,y). Das Integral in dieser Definition ist ein gewd6hnliches
Riemann-Stieltjes-Integral, da (M) von beschriankter Variation ist.

Wie iiblich werden zwei Elemente X,Y € Lo(M) identifiziert, wenn d (X, Y) = 0 ist,
so dafl d™ tatsiichlich eine Metrik wird. Nach Standardsitzen aus der Funktionalanalysis
ist Lo(M) vollstandig.

Die Forderung ”stiickweise stetig” konnte durch weit schwachere stochastische Bedin-
gungen ersetzt werden. Das wird aber fiir unsere Zwecke nicht notig sein.

Fiir My zeigt man leicht, dafl obige Definition tatsachlich eine Metrik ergibt. Aus dem
Konvergenzsatz folgt, dal My damit ebenfalls ein vollstandiger metrischer Raum wird.

Die beiden Rdume sind also von den (monoton wachsenden) Halbnormenfamilien
(I ln|n € N) bzw. (]| - ||§Wn‘n € N) erzeugte Fréchet-Réaume.

3.2. Konstruktion des Ito-Integrals

DEFINITION: L sei die Menge der stochastischen Prozesse X der Form

X, — f() furt:O,
t fr fur tg <t < T1gt1,

mit tg := 0, tx /" 00, fr Ft,-mb. Zufallsvariable, sup || fx|lcc < c0. Dann sei

(XM t 1—/ X oM = ka Mt/\tk_H Mt/\tk)
k=0

das Ito-Integral iiber X dM.
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BEMERKUNG: Viele Autoren verwenden dM anstelle von dM. Die Griinde fiir die hier
gewahlte Bezeichnung werden spater klar werden. Man beachte, dal Ly von der
Filtrierung (F;) abhéngt.

Die Summe in dieser Definition ist nur formal unendlich.

LEMMA 3.4. Es gilt fir M,N € My, X,Y € Lo und o, BER, t,s €ERI, t > s

i) (aX+pY)M=a(X.M)+p(Y.M),

) X.(aM + N) =a(X.M)+ ((X.N),
iii) (X.M)o =0,

) B[(X-M)|Fo] = (X-M)s,

/X(SM |Fs] = /X2

vi) (X. M), :/O X2 d(M),

1

X

vit) d(X.M,Y.M) = d"(X,Y),
t

viid) (X.M,Y.N), = / XY d(M, N),
0

iz) X.M € M.

Beweis: Exemplarisch sei hier v) bewiesen:
Zunachst folgt fiir Zeiten z > w > v > u, weil M ein Martingal ist,

E[fwfu (MI - Mw)(Mv - MU)‘fs} = E[E[fwfu (Ma: - Mw)(Mv - MU)}fw] ’fsi|
= B fufu E[(M, = M) | Fo] (M, — M) | 7]

=0.

Weiter gilt, weil M? — (M) ein Martingal ist,

E[f2 (M, — M,)?|F,] = E[f? E[M2 — 2M, M, + M2|F,]|F,]
E[fy (My = M,;)|F]
E

72 (M) — (M),)

7).

10
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Damit folgt dann

E[((X.M)t . (X.M)S)z‘]-“s]

n—1

- E[(fm—l (th - Ms) + Z fk: (Mtk+1 - Mtk) + fn—l (Mt - Mtn))2’f5i|
k=m
n—1

= E[f}, 1 (My,, = M)* + > f2 (My,,, — My, )* + fo_y (M, — My,)*| F]
k=m

= B[f2 (M)~ (M) + 3 52 (M) — (M) + £2 () — (0,,)) | 7]
k=m

:E[/:X2d(M>].

Die anderen Beweise sind dhnlich. Das It6-Integral ist also eine bilineare Isometrie L£g x

My — Ms. O
Entscheidend ist nun folgendes Lemma:

LEMMA 3.5. Lg ist dicht in Lo(M) fiir alle M € M.

Beweis: (Fiir (M) (pfadweise) absolutstetig) Fiir beschréanktes X € Lo(M) konvergiert

(n) . XO fir t = O,
Xy = Xy fiir g <t < B

sogar pfadweise in L2([0,T]) (bzgl. des Lebesgue-Mafles) fiir alle T € R, also erst recht in
Lo(M).

Fiir unbeschranktes X betrachte die Folge der Stoppzeiten 7, := inf {tHXt| > n}
Dann konvergiert die Folge der beschréinkten Prozesse (Xia-,) pfadweise in L?([0,7])
gegen X. O

Fiir nicht absolutstetiges (M) gibt es i.a. keine pfadweise konvergente Folge aus L.
Man kann iiber eine Zeitparametrisierung den Beweis auf den obigen Fall zuriickfiihren.

Wegen der Isometrieeigenschaft des Ito-Integrals ist fiir eine Cauchyfolge X (™ e £
das Bild X(™ M € M, ebenfalls Cauchyfolge. Man kann jetzt also einfach definieren

DEFINITION: Sei X € Lo(M). Fiir eine Folge X (™) € £y mit lim X (™) = X sei
X.M :=lim(X™ .M).

Ebenfalls wegen der Isometrieeigenschaft ist X.M unabhéngig von der gewahlten Folge.
Alle oben genannten Eigenschaften des Ito-Integrals iibertragen sich sofort auf den Fall
X e Lo (M )

Man beachte, daB X (). M keineswegs pfadweise gegen X.M konvergieren muf, wenn
X (™) pfadweise gegen X konvergiert.

11
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3.3. Lokale Martingale

Die Menge der Integratoren wird nun noch ein wenig erweitert werden. Das hat insbeson-
dere den Vorteil,dal die Menge der Integranden gréfler und iibersichtlicher wird.

DEFINITION: Die Menge der lokalen (stetigen quadratisch integrablen) Martingale
M€ bestehe aus denjenigen stochastischen Prozessen M, fiir die eine monotone Folge
von Stoppzeiten o, /" oo P-f.s. mit

X = (_Xt/\g'n) - MQ

existiert. (o, ) heifit Lokalisierung von M.
Die Kreuzvariation (M, N) fiir M, N € M!°° it sich wegen

<Mgn7NUn>t = <Mgm7NUm>t/\Un
fir n < m (Eindeutigkeit der Kreuzvariation) durch
(M,N)y := (M N°"); auf {t <o,}
definieren. Die Menge der Integranden sei nun
DEFINITION: Fiir M € M!°¢ enthalte £¢(M) die adaptierten stiickweise stetigen Prozesse
X mit .
Vt>0: (/ X2d{M) <oo  P-fs.).
0

Der Erwartungswert in der Definition von Lo(M) wird also durch eine pfadweise Bedingung
ersetzt. Wie oben werden Elemente mit d™ (X,Y) = 0 identifiziert.

Um nun das Ité-Integral zu einer Abbildung £¥°(M) x M°¢ — M!°¢ fortzuset-
zen, betrachte man fiir M € M!'° mit Lokalisierung (0,,), X € £¥°(M) die Folge von
Stoppzeiten

¢
Tp 1= Op, /\inf{t|/ X2d(M) > n}.
0

Dann gilt M™ € My und X™ = (Xypr,) € Lo(M™), also ist X™ .M ™ definiert.
Wegen (X™.M™ ), = (X™ . M™ ), fir 0 <t < 7,, n < m laBt sich das Ito-Integral
durch
(XM)y:=(X™M™), auf{t<m,}

definieren. Genauso zeigt man die Unabhangigkeit von der gewahlten Lokalisierung.
Wie oben ist das Integral bilinear und es gilt (X.M,Y.N); = fg XY d(M,N), d.h.,
wenn man auch das Riemann-Stieltjes-Integral als Produkt darstellt,

(X.M,Y.N) = XY.(M,N).

Allerdings gilt jetzt nur X.M € M!oc,
Eine niitzliche Charakterisierung des It6-Integrals gibt folgendes Lemma:

12



— Das Ito-Integral —

LEMMA 3.6. Sei M € M!°¢, X € LY(M). Fiir I € M"° gilt dann
I=XM <= VYN e M (I,N) = /Xd(M,N).
Sei M € My, X € Lo(M). Fir I € My gilt dann

[=XM < VNGMg:(I,N>:/Xd<M,N).

Beweis: 7=>" ist bekannt. Setze fiir die andere Richtung N := I — X.M. Dann folgt
0=(I,I—-XM)—(XMI-XM)=(I—-X.M),alsoI =X.M. O

3.4. Die Ito-Formel

Die Ito-Formel nimmt in der Stochastischen Analysis die Rolle des Hauptsatzes der Inte-
gral- und Differentialrechnung ein. Ihre etwas andere Form, die auch Ableitungen zweiter
Ordnung beinhaltet, erlaubt interessante Anwendungen auf Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

ITO-FORMEL 3.7.  Seien m,n € N, M = (M7)7, e Ml°c, A = (AF)j_, stetiger
adaptierter Prozef3 von lokal beschrdnkter Variation, Z := (M, A) habe Werte im
Gebiet D C R™™™. Sei f € C?(D).

Dann gilt P-f.s fur allet > 0 :

[(20) = §(Z0) Z/ 5% 5MJ+Z/ Gyk Z)dAr

m t
- > il

Z)d(M7, MF*).
2j’k:1 0 &rj@xk( )& )

Insbesondere wird f(Z;) als Summe eines lokalen Martingales und eines Prozesses von
beschrankter Variation ausgedrickt.

Beweis: (Skizze) Der Ubersichtlichkeit halber wird nur der Fall M, A eindimensional be-
trachtet.

0O.B.d.A. seien Z und (M) beschrankt und f habe kompakten Tréger; anderenfalls wird
Z mit einer Folge von Stoppzeiten 7,, lokalisiert. 7,, wird das Infimum der Zeitpunkte, zu
denen |M|, |A| oder |(M)| den Wert n iiberschreiten; fiir die Prozesse Z™ ist dann alles
beschrankt.

13



— Das Ito-Integral —

Partielle Ableitungen von f werden im folgenden durch f,, f,, etc. dargestellt. Mit
einer Zerlegung II = (ty,...,t,) von [0,t] folgt durch Taylorentwicklung

m—1
f(Zy) — f(Zo) = (f(Zys1) — f(Z4))
k=0
-y fo(Ze, ) (M1 — My,
k=0
m—1

+
(]

Jy(Ze ) (A1 — Asy)

k=0
1 m—1
+35 fow(Ce) (M, 11 — My,.)?
k=0
1 m—1
T3 Sy (C) (M 41 — My, ) (Ag41 — Agy)
=0
1 m—1
+§ Fuy (Ce) (Ape41 — Ag,)?
k=0

Hierbei liegt jedes () zwischen Z;,  , und Z, .

Der zweite Term konvergiert P-f.s. pfadweise fir ||II]| \, 0 gegen fg fy dA. Wegen
der beschréankten Variation von A konvergieren die letzten beiden Summen ebenfalls P-f.s.
pfadweise gegen 0.

Von dem ersten Term (einem Martingal) zeigt man mit Hilfe der Konstruktion des
Integrals, daf er in L?({)) gegen fg fz OM konvergiert. Die mittlere Summe konvergiert

gegen fg Jay d{M). O

Stochastische Prozesse der Form M + A, (stetige) Semimartingale genannt, haben
eine besonders grofle Bedeutung. Einerseits sind wichtige Prozesse wie lokale Martingale
und Prozesse von lokal beschréankter Variation Semimartingale; andererseits sind nach der
Ito-Formel die Bilder von Semimartingalen unter C?-Abbildungen wieder Semimartingale.

In den folgenden Anwendungen der Ito-Formel kommen solche Prozesse haufig vor.
Integrale der Form [ F (M + A) sind dabei als [ F6M + [ F dA zu interpretieren.

BEISPIELE: i) Sei f(z,y) := (z +y)%. Mit X := M + A erhilt man
t
X2 - X3 = 2/ X 6X + (M),
0

eine mogliche Definition der Varianz iiber das Ito-Integral.
ii) Sei f(z1,22,91,2) == (21 +y1)(T2 + y2). Mit X := M; + Ay und Y := My + Ay
erhalt man die Produktregel

t t
Xth—XOYO:/ X5Y+/ Y §X + (My, My).
0 0

14



— Das Ito-Integral —

iii) Sei X := w + g, w d-dimensionale Brownsche Bewegung, zo € R%. Dann folgt

f(wt+:z:g)—f(:1:0):/0 f’(w+xo)5w+%/0 Af(ws + xo)ds.

Fiir harmonische f : D — R gilt also insbesondere f(w + x¢) — f(xq) € M€,

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man das Dirichlet-Problem losen:

Sei D C R? beschriinktes Gebiet, g € C(0D). Gesucht wird f € C?(D) N C(D) mit
Af=0in D und f = g auf dem Rand.

Sei f eine Losung des Problems und

7 := inf{t|ws + 2o ¢ D},

d.h. die Brownsche Bewegung, die in z startet, erreicht zur Stoppzeit 7 zum erstenmal
den Rand.

Dann liefert der Stoppsatz die bemerkenswert anschauliche Darstellung

f(zo) = E[f(wo + x0)] = E[f(wr 4 z0)] = Elg(w, + x0)].

Fir d > 2 gilt mit
f:RN{0} = R

T — ’.I'|2_d

My := f(wy + z0) — f(z0) € M, aber (wie man leicht durch einige Abschitzungen
verifiziert) E[M;] — — f(zq) fir t — oo. M ist also kein Martingal.

15



4.Stochastische Analysis

4.1. Stochastische Differentiale

In diesem Abschnitt wird eine {ibersichtliche Schreibweise fiir 1to- Differentialgleichungen
eingefiihrt. Sei dazu C die Menge der adaptierten stetigen Prozesse, A enthalte die Prozesse
von lokal beschrankter Variation aus C mit Startwert 0 und S := A + M!°¢ sei die Menge
der stetigen Semimartingale.

Die Darstellung eines Semimartingales X = M + A als Summe eines lokalen Martin-
gales und eines Prozesse von lokal beschrankter Variation ist eindeutig, denn

M+A=M+A'=M-M=A-A'={M-M)=(A-A)Y=0=M=M P-fs.
Fur X € S definiert man nun
X ={YeSIX-Xo=Y Y, P-fs.}.

Das ist nur eine Schreibweise fiir Integrale, bei der das Integralsymbol fortgelassen wird,
denn

0Y =X = VAEC:/AéX:/AdY.
Man definiert natiirlich als Summe 0X + dY := 6(X + Y) und als C- Multiplikation
C §X := 6(C.X). Eine Multiplikation wird durch §( M X +A4%)§(MY +AY) := §(MX, MY)
eingefiihrt. Mit diesen Rechenregeln ist dS eine kommutative Algebra tiber C.

Es gilt 0§68 C 6 A, 0S6A =0, also §S 0SS = 0.
Die It6-Formel fiir ein X = (X*!,..., X") € S und f € C?*(R") wird zu

1 :
5F(X) = J'(X)6X + 5 > 0;00f(X)6X7 6X*.
Man kann nun eine S-Multiplikation einfithren, mit der die It6-Formel iibersichtlicher wird.

DEFINITION: Fir XY € S heifit
1
XdYy ::X5Y+§5X(5Y

Stratonovich-Multiplikation. Das Integral

/XdY::/XéY—l—%/éX(SY
16



— Stochastische Analysis —

heifit Stratonovich-Integral. Seine Werte liegen i.a. nicht in M!°¢.

Das Symbol ”dX” bedeutet also kein anderes Objekt als ”§ X", sondern signal-
isiert nur eine andere Multiplikation. Viele Autoren driicken dies durch eine andere
Schreibweise aus, in der der Unterschied in das Produktsymbol geschoben wird:

Anstelle von X dY schreibt man X odY’; statt 6. X kann man dann dX verwenden. Die
C-Multiplikation schreibt sich C' e dX. Die hier verwendete Schreibweise hat den Vorteil,
dafl das Bild von stochastischen Differentialen unter linearen Abbildungen iibersichtlicher
zu schreiben ist, ndmlich L(0.X) und L(dX) statt L(edX) und L(odX). Dergleichen wird
haufig vorkommen.

dS ist eine kommutative Algebra iiber S. Mit Stratonovich- Differentialen kann man
genauso rechnen, als hatte man deterministische Differentiale:

LEMMA 4.1. Fir X € S und f € C3(!) gilt
df(X) = f' dX.

(df (X) bedeutet das Stratonovich-Differential des Prozesses f(X)).

Beweis:
F(X)dX = f6X + %5]” 5X
1 1 .
= 10X +5 ) (D 00, f0X"+ 5 04010, f 6X*0X")0X
j ok k.l
1 .
= f'6X + 5 Z OO, fOXF 5X7
7.k
= df(X).

O

Da Stratonovich-Differentiale einfacher zu handhaben sind, wird mit den Beziehungen
dX = 60X, dXdY := 6XJdY und XdA = XA fir A € A immer d anstelle von
geschrieben, also z.B. dw? = 2w dw + dt statt dw? = 2w dw + 6t.

4.2. Stochastische Differentialgleichungen

Fiir die konstruierten Differentiale kann man stochastische Differentialgleichungen betrach-
ten.

17



— Stochastische Analysis —

DEFINITION: Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (w;) eine d- dimensionale Brown-
sche Bewegung mit Filtrierung (), o : R® — R%" und b : R” — R" seien stetig.
Ein (F;)-adaptierter stetiger n-dimensionaler Prozef8 (X;) heiit (starke) Losung der
(stochastischen) Differentialgleichung

dXt = O'(Xt) 5wt +b(Xt>dt (>I<)
mit Startpunkt z € R", wenn P-f.s. Xy = x und (x) gelten.

Einen anderen wichtigen Losungsbegriff erhdlt man, wenn man (2,7, P) und w nicht
voraussetzt, sondern als Teil der Losung auffafit (schwache Losung). Dieser Begriff wird
in dieser Arbeit nicht benotigt.

Die stochastische Differentialgleichung besteht also aus einem zufalligen Anteil der
Form o dw und einem Driftanteil bdt. Die Matrix o bestimmt, in welche Richtungen die
Brownsche Bewegung den Prozefl wie stark steuert; der Vektor b gibt die zugrundeliegende
deterministische Bewegung an.

Die Wahl der Brownschen Bewegung als Motor der zufalligen Bewegung mutet viel-
leicht ein wenig speziell an. Tatsdchlich 18t sich aber jedes (mehrdimensionale) Semi-
martingal mit absolutstetiger Kovariation unter relativ schwachen Bedingungen bzw. Ver-
groflerungen des Wahrscheinlichkeitsraumes nach einer Brownschen Bewegung ”differen-
zieren”, d.h. es erfiillt eine Differentialgleichung der obigen Art ohne Drift. Siehe dazu
[Tkeda-Watanabe, I1.7].

Die Beweise fiir Existenz und Eindeutigkeit der Losungen lassen sich analog zu denen
fiir deterministische Differentialgleichungen fiihren:

SATz 4.2. (Ezistenz und pfadweise Findeutigkeit) Seien o und b differenzierbar mit
beschrdnkter Ableitung. Dann
i) existiert eine starke Losung X und es gibt ein C > 0 mit

B[X,2) < C(1+ E[| X )"

i1) Fir zwei Lésungen X, X gilt P-f.s. Yt : Xy = Xq.

BEMERKUNG: Die Bedingungen lassen sich problemlos abschwéchen, siehe [Ikeda- Wata-
nabe, IV.3], [Karatzas-Shreve, 5.5.2]. Man kann auch zeigen, dafl die Ableitung der
Losungen nach einem Parameter existiert und die Losung der Ableitung der Gleichung
ist, wenn diese existiert und die Koeffizienten der Gleichung differenzierbar sind (siehe
[Friedman]).

Beweis: (Nur Eindeutigkeit) Zu zeigen ist fiir alle ¢t > 0: oy := E[|X;[*] =0. Sei T € RT
und 0 < ¢ <T.

X, — X, :/0 (b(Xs) — b(Xs)) ds+/0 (0(Xs) — 0(Xs)) Sws.

:ZAXt J—

N

bs =:Aog

J/ /

~~
t :ZMt

g B4

S

18



— Stochastische Analysis —

Es existieren Cy,Cy > 0 mit

t t t
E[|My[?] :E[/ d(M)] :E[/ Ac,|? ds] gq/ o ds
0 0 0
und . . .
E[|A?] :E[|/ Ab, ds|?] gTE[/ |Ab,|? ds] §T02/ a ds.
0 0 0
Also folgt ay < QEUMt]Q + ]Atﬂ < (s fg oy ds. Nun gilt

d

' '
—(e_CSt/ ap dt) = e_c?’t(at — Cg/ ap dt) <0,

also oy = 0. Die Losungen stimmen somit auf allen kompakten Zeitintervallen iiberein,
also auch auf ganz Ry . O

4.3. FEzplosionszeit

Die Einschrankung auf Faktoren mit beschréankten Ableitungen 148t sich ohne weiteres
nicht aufheben; schon die (deterministische) Gleichung dX = X?dt mit Xo = 1 hat als
Losung eine bei 1 unstetige Funktion, namlich X; = (1 —¢)~!. Um dieses Verhalten mit
einzubeziehen, verwendet man den Begriff der Explosionszeit.

Sei dazu R™ := R"U{oo} die Ein-Punkt-Kompaktifizierung. Anstelle von Pfaden aus
C(R{,R"™) betrachtet man Pfade aus

W" = {f e C(RF,R"|Vt: fr =00 =Vt >t: fy =oco}.

W™ wird mit der von den Borelschen Zylindermengen erzeugten o-Algebra B (W”) ausge-
stattet. Die Definition der starken Losung wird nun erweitert.

DEFINITION: Eine (starke) Losung des Differentialgeichung (x) ist eine (W”,B(W”))—
wertige (F;)-adaptierte Zufallsvariable X (¢, x,w), fir die mit

e(w) :=inf{t > 0| X (¢, z,w) = oo}

fiir eine Zeit t auf {w|t < e(w)} C Q gilt:

t t
Xi=x+ / o(Xs) dws + / b(Xs) ds.
0 0

e heifit Explosionszeit.

SATZ 4.3. (Ezistenz und pfadweise Eindeutigkeit) Seien o und b differenzierbar. Dann ist
die Differentialgleichung (%) (pfadweise) eindeutig stark losbar.
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5.Prozesse auf Mannigfaltigkeiten

5.1. Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten

Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit und

e M fir kompaktes M
" | MU{oco} sonst.

Die Menge der Pfade ist

W= {CEC’(RBL,M)‘Vt:Ct:ooéVt'>t:ct/:oo},

A

die o-Algebra B(W) werde von den Borelschen Zylindermengen erzeugt.

DEFINITION: Sei (w;) eine d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Standardfiltrierung
(Fe), A; € I(TM) fir 0 < j < d. Eine (W,B(W))-wertige (F)-adaptierte Zu-
fallsvariable heif3t Losung der Differentialgleichung

d
dXt = ZAlet dwg + A0|Xt dt, (**)

=1

wenn fiir alle f € C§°(M) auf {e > t} gilt:
d t .
F00) = 1K) = 3 [ (A, dud + (A ) (X, ds.
j=1

Dabei wird natiirlich f(co0) := 0 definiert.

Diese Definition ist wegen der mit dem deterministischen Differentialkalkiil vertrag-
lichen Rechenregeln fiir das Stratonovich-Differential sinnvoll. Zum Beispiel folgt aus der
Richtigkeit der unteren Differentialgleichung fiir ein f € C§°(M), daf sie auch fiir Kom-
positionen g o f gilt. Fiir den euklidischen Raum stimmt diese Definition der Losung mit
der vorherigen iiberein.

Das Losungsproblem einer Differentialgleichung mit It6-Differentialen 1483t sich dage-
gen nicht ohne weiteres sinnvoll stellen. Man kann dergleichen mit Hilfe der stochastischen
Parallelverschiebung definieren, siehe dazu [Bismut].

Um nun die Existenz einer Losung zu zeigen, mufl man lokale Losungen kartenweise
”zusammenkleben”: Wenn eine Losung eine Karte verlafit (dieser Zeitpunkt ist eine Stopp-
zeit), wird sie durch eine Losung in der néchsten Karte fortgesetzt.
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SATZ 5.1. (Existenz und Eindeutigkeit) Es existiert eine (pfadweise) eindeutig bestimmte
Lésung der Differentialgleichung (xx).

Beweis: (Skizze, vgl. [Ikeda-Watanabe, V.1]) In einer Karte ¢ : U(x) — R um z € M
mit beschriinktem Bild sei A; = o agk' Die o} werden zu C§°(R")-Funktionen fort-
gesetzt. Nach dem vorherigen Existenzsatz hat die Gleichung dX = ) ;0 (X) dw’ +
oo(X) dt eine Losung X, denn diese Stratonovich-Differentialgleichung ist dquivalent zur

It6-Differentialgleichung dX = 37 0;(X) dw’ + 6o(X) dt mit

1 0
6§ = Ug + 5205-@0‘?.
4.l

Sei 7y == inf{t|X; ¢ U} und XY := (X;pr, ). Fiir zwei Karten (U, ) und (V, ) sind die
Prozesse Xy und Xy mit Startpunkt € U NV auf U NV gleich (dank der Kettenregel
fiir Stratonovich-Differentiale und der pfadweisen Eindeutigkeit).

Fiir eine lokal endiche Uberdeckung mit Karten definiert man fiir eine Karte (U, ¢)
mit 29 ;= # € U und maximalem 7y := 7y als Losung X; := X auf {t < 71}. Dann
definiert man induktiv auf {r,, < oo}

x’l’l = X(’Tn), w’I‘L = Qan - an’ T’I’L+1 = TTL + TUn

und X (t, z,w) := XY (t — 7, T, wy,) auf {7, <t < 7,11} zu einer neuen Karte U,, > z,,
mit maximalem 7y, (0 : w +— (ws44)s ist das Shift-Funktional).
Nun kann man zeigen, dafl mit 7o := lim,, ~oc T,

lim X (t) = o0 auf {70 < c0}.

t,/ Too
Auf {t > 7} wird X () := oo gesetzt. Nach Konstruktion und Stoppsatz ist X eine
eindeutige Losung der Differentialgleichung. O

5.2. Warmeleitungsgleichungen auf Mannigfaltigkeiten

Zur Illustration der Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen wird in diesem Ab-
schnitt als Beispiel und Motivation die Warmeleitungsgleichung fiir Differentialoperatoren

der Form
d

1 2
A= §ZAJ-+AO
j=1

mit Vektorfeldern A;, 0 < 7 < d, gelost. Leider gibt es fiir den wichtigen Laplace-Beltrami-
Operator keine kanonische Wahl der Vektorfelder A;. Auf einer 2ko-Sphére benétigt man
jedenfalls d > 2kg, da jedes Vektorfeld eine Nullstelle hat (tatsdchlich geniigen d = 2ko+1).

Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und X Losung der Differentialgleichung (s:x).
E, bezeichnet den Erwartungswert fiir Anfangswert Xo = x € M.
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SATZ 5.2. Fir f € C®(M) sei u(t,z) :== E;[f(X;)]. Dann ist u € C®(R{ x M) und

erfillt die Bedingungen
ou

ot
u 1st die eindeutige Losung der Differentialgleichung.

AU 'lL|t:0 = f

Beweis: u ist Losung (Skizze): Zum Nachweis der Differenzierbarkeit in = kann man zeigen,
dafl z — X (t,z,w) € C* ist. Dazu approximiert man X (¢,-,w) und die Ableitungen mit
dem FEuler-Verfahren langs einer dyadischen Zerlegung der Zeitachse. Dann kann man
beweisen, daf die Approximationen von X in jedem Soboleff-Raum Wj"(M) gegen X
konvergieren, also auch gleichméBig in C'*°. Fiir Einzelheiten siehe [Ikeda-Watanabe, V.2]
(tatséchlich ist X (¢,-,w) sogar ein Fluf}).

Nun ist df (X) bis auf ein lokales Martingal gleich (Af)(X) dt, denn

df(X) = (A /)(X) dw’ + (Aof)(X) di
= (A )(X) o + - Zd (A, 1)(X)) dw’ + (Ao f)(X) dt

= (A )(X) o + - ZZAkAf X) dw*

+ (Ao A; f)(X )dt)dwj (Ao f)(X)dt
= (A )(X) o + - ZAAf X)dt + (Ao f)(X) dt

Durch Erwartungswertbildung erhalt man

u(t,z) = f(x) +/0 E.[(Af)(Xs)] ds.

Man zeigt

(Aug)(a) = lim E[ut(Xs)s} — (@) _ lim %E[/OS(Af)(XH_t) dr] = E[(Af)(Xy)],

also % = Au. Durch Differenzieren der Differentialgleichung nach ¢ zeigt man v € C*° in
t.

Eindeutigkeit: Sei v eine Losung der Differentialgleichung. Dann gilt fiir 7" > 0 und
0<t<T

Ew(T —t,X;)] —v(T,z) = E[/O ((Av) (T — s, X,) — %(T —5,X,))ds] =0.

Mit ¢t T folgt u = v. O
Genauso zeigt man
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SATZ 5.3. (Feynman-Kac-Formel) Fiir f,c € C°° (M) wird das Problem

% = (A + c)u, Up—o = [
von .

u(t,x) == E, [efo C(XS)dsf(Xsﬂ
gelost.

5.3. Brownsche Bewegung auf Mannigfaltigkeiten

Der Begriff ”Semimartingal” 148t sich dank der Ito-Formel leicht auf C'*°-Mannigfaltigkei-
ten verallgemeinern: Ein Semimartingal ist ein Prozef3, dessen Bilder unter reellwertigen
Testfunktionen reelle Semimartingale sind.

Die Ubertragung der Begriffe ”Martingal” und ”Brownsche Bewegung” sto8t jedoch
auf Schwierigkeiten, da man auf Mannigfaltigkeiten keinen Erwartungswert bilden kann.
Man mufl deshalb zusétzliche Stukturen auf der Mannigfaltigkeit einfiihren.

Sei deshalb M eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi- Civita-
Zusammenhang, V(M) - M sei das Biindel der ON-Basen. Fiir v € R" definiert man
das kanonische horizontale Vektorfeld L(v) € I'(TV (M)) am Punkt u € V(M) durch
den horizontalen Lift von uv,

L(v)yu = (wv)
Anschaulich heiit das, L(v)|, ist die infinitesimale Parallelverschiebung der ON-Basis u
ldngs einer Kurve mit Startvektor uv. Die L(e;) bilden eine Basis der horizontalen Distri-
bution.

Nun definiert man zu einem R"™-wertigen Semimartingal v seine Cartan-Entwick-
lung z auf M, indem man einen Prozel u auf V(M) durch die Gleichung

*
lu*

mit Startpunkt ug definiert und dann
x = m(u)

setzt. Insbesondere gilt somit dx = udy und du = (dx)},.

Fiir differenzierbares v ist u also die Parallelverschiebung langs z. z; ist gleich der
Parallelverschiebung von wug9; nach z;. Insbesondere werden Geraden auf Geodétische
abgebildet.

Man kann sich diese Abbildung fiir n = 2 so vorstellen, als wiirde man die Mannig-
faltigkeit auf der Kurve ugy abrollen, ohne zu rutschen. Eine andere Moglichkeit ist, sich
die Kurve ~ als schmalen Papierstreifen denken, der auf die Mannigfaltigkeit geklebt wird.

Nun heifit ein Prozefl * Martingal auf M, wenn er die Cartan- Entwicklung eines
Martingals ist, und Brownsche Bewegung auf M fir v = w. Wegen der Rotations-
symmetrie der Brownschen Bewegung w ist die Verteilung der Brownschen Bewegung auf
M nicht von ug abhangig. M heifit stochastisch vollstindig, wenn die Explosionszeit
der Brownschen Bewegung unendlich ist. Insbesondere sind kompakte Mannigfaltigkeiten
stochastisch vollstandig.

Die wichtigste Eigenschaft der Brownschen Bewegung ist nun
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LEMMA 5.4. Sei M stochastisch vollstindig. Dann l6st die Brownsche Bewegung x auf
M die Warmeleitungsgleichung fir den Laplace-Beltrami-Operator, genauer: Fiur f €
C§° (M) ist

() = flaw) = [ 5AfG)as),

etn Martingal.

Beweis: Es ist

df (x) =(df ) 5 (dz) = (df ) (u dw)
=(df )(udw) + %du - (df ) (udw)

=(df )(udw) + %(u dw)* (df ) (u dw)

=(df )(udw) + % Jzk: V(df)(uej, uey) dw? dw"

=(df)(udw) + % Z V(df)(ue;,ue;)dt

= () (wbw) + SAf (2 dt.

(df) bezeichnet hier das &uflere Differential von f. Das fiinfte Gleichheitszeichen entsteht
durch die Definition von V nach [Kobayashi-Nomizu|. Fiir zwei Vektorfelder X,Y auf M
ist

(Vdf)(X,Y) = Vx ((df)(Y)) — df (VxY).
Das letzte Gleichheitszeichen ist die Definition von A. Die Ausdriicke ”u dw” rufen vielle-
icht den Eindruck hervor, in dieser Rechnung wiirden Ito-Differentiale von Prozessen auf
M auftreten. Man iiberzeuge sich davon, dafl tatséchlich nur Ito-Differentiale von reellw-

ertigen Prozessen vorkommen.
O

BEMERKUNG: Anstelle des Levi-Civita-Zusammenhangs kann man einen beliebigen an-
deren mit der Metrik kompatiblen affinen Zusammenhang V verwenden und damit
V-Martingale und V-Brownsche Bewegungen definieren. Mit einer geeigneten Wahl
von Metrik und Zusammenhang 148t sich die Warmeleitungsgleichung fiir jeden ellip-
tische Differentialoperator zweiter Ordnung mit der Brownschen Bewegung und der
Feynman-Kac-Formel 16sen, siehe [Ikeda-Watanabe, V.4].
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6.Das Atiyah-Singer-Indextheorem

In diesem Kapitel sei M eine kompakte orientierbare riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n = 2kg.

6.1. Charakteristische Klassen

Sei E ein m-dimensionales komplexes Vektorbiindel auf M. Wahle einen linearen Zusam-
menhang V auf E mit Krimmungstensor R. Sei P : End(C™) — C ein Polynom {iber
C mit der Invarianzeigenschaft

Vh € GL(C,m), A € gl(C,m) : P(hAh™') = P(A).

In einem lokalen ON-Bein kann R als Matrix aus 2-Formen ausgedriickt werden. Die gerade
Form P(R) ist dann wegen der Invarianz von P unabhéngig von dem gewahlten ON-Bein
und somit global definiert. Anstelle eines Polynomes kann man hier auch eine invariante
(formale) Potenzreihe verwenden, da die 2-Formen nilpotent sind. Es gilt nun

LEMMA 6.1. Die Form P(R) ist geschlossen, bestimmt also eine Kohomologieklasse in der
de Rham-Kohomologie. Diese Kohomologieklasse ist unabhangig von der Wahl von V.

Zum Beweis vergleiche [Milnor-Stasheff], [Kobayashi-Nomizu|, [Gilkey] oder [Roe].

Sei g : M’ — M eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten, ¢* R der induzierte
Kriimmungstensor auf M’. Dann gilt natiirlich P(¢*R) = ¢*P(R), P definiert also eine
charakteristische Klasse.

Insbesondere sind fiir im Nullpunkt holomorphe Abbildungen f : C D U — C durch

trf(g) und detf(;ij)

charakteristische Klassen definiert.
Auf diese Weise erhalt man den Chern-Charakter als
iR

ch(E) = trez

und die Toddklasse td(E) sowie die A-Klasse A(E) als det f (L) mit

f(z) = 1 _Ze_z bzw. f(z):= 1/%.

Die Eulerklasse auf orientierten reellen Vektorbiindeln wird durch das Pfaffsche Poly-
nom ausgedriickt:
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— Das Atiyah-Singer-Indextheorem —

DEFINITION: so(m) wird mit A2R?™ identifiziert vermége des Homomorphismusses

(Ajk) — ZAjkej N eg.

j<k
Das Pfaffsche Polynom Pf wird dann definiert durch

AN = m! Pf(A)er A ... A egp,.

LEMMA 6.2. Es gilt fir A € so(m) Pf(A)? = det(A), insbesondere ist Pf invariant unter
Konjugation mit V/(m).

Die Eulerklasse wird auf Biindeln mit Metrik und kompatiblem Zusammenhang durch
Pf(4E) reprisentiert.

ATIYAH-SINGER-INDEXTHEOREM 6.3.  (allgemeine Form) Seien E und F zwei Vektor-
biindel iber M und D : E — F ein elliptischer Differentialoperator 1. Ordnung (der
einige Natiirlichkeitsbedingungen erfillen muf, siehe [Atiyah-Bott-Patodi]). Dann gilt
fiir den Index von D

index D :=dimc¢ ker D — dim¢ coker D
ch E—ch F

=] —— ANtd(TM ® C).

| i )

Dieser Satz folgt nach [Atiyah-Bott-Patodi| aus dem lokalen Indexsatz fiir den Signatur-
Komplex, welcher dquivalent zum lokalen Indexsatz fiir den Spin-Komplex ist. Im fol-
genden wird erklart werden, was der Spin-Komplex, der Dirac-Operator und der lokale
Indexsatz sind. Zunéchst das (globale)

INDEXTHEOREM FUR DEN SPIN-KOMPLEX 6.4. Sei Dy : S, ® & — S_ ® & der Dirac-
Operator, dann gilt

index Dy = /A(TM ® C) A ch(§).

6.2. Spinoren

Der Spin-Komplex besteht aus zwei Vektorraum-Biindeln S und S_, welche Unterbiindel
eines sogenannten Spinorbiindels sind, und einem Differentialoperator, welcher das eine in
das andere abbildet, dem Dirac- Operator. Zur Definition der Begriffe werden zunéchst
Clifford-Algebren eingefiihrt.
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— Das Atiyah-Singer-Indextheorem —

MoTIVATION: Im R"™ werde ein Differentialoperator D = ala%l + ...+ an% (aj S
gl(C, n)) gesucht mit
D?=—-Id-A=—-Id- Y —.
jZ:; 82xj

Dies fithrt auf die Bedingungen

;a0 = —AagQ;.

DEFINITION: Sei V' R-Vektorraum der Dimension n = 2k, mit einem Skalarprodukt (-, ).
Die Clifford-Algebra zu V ist

Cliff (V) := R V/(v @ v + (v, 0)[v € V).

Dabeiist V=RV OV RV @ --- die R-Tensoralgebra iiber V.

V wird kanonisch in Cliff(V') eingebettet. Fiir euklidische Vektorrdume V' mit einer ON-
Basis (eq,...,e,) ist also

Clff(V) = (eq,... ,en\ejz +1,ejep +ege;, 1 <j,k<n).

DEFINITION: Die Untergruppe
Spin(n) := {vy -+ vy; € CLff(V)||og| =1, j € No,1 <k < j}

heiffit Spingruppe.

Spin(n) operiert auf R™ durch o, : v — zvr~!, x € Spin(n). o, wird fir z € R" die
Spiegelung an der Hyperebene senkrecht zu x, wie man in einer geeigneten ON-Basis leicht
iberpriift. Somit ist o : Spin(n) — SO(n) surjektiv.
Es gilt ker 0 = +1, denn (Yv : zv = vx) = = € R. Auferdem ist Spin zusam-
menhangend, da die Kurve
t+— cost + ejeqsint

+1 und -1 verbindet.

Spin(n) ist also (die) zweifache Uberlagerung von SO(n), insbesondere fiir n > 2
einfach zusammenhéngend. Mit dieser Beziehung kann man Spin(n) auch fiir ungerades
n definieren. Damit erhélt man

BEISPIELE: ~ Spin(2) = S!, Spin(3) = S3, Spin(4) = 5% x S3, Spin(5) = Sp(2),
Spin(6) = SU(4).
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— Das Atiyah-Singer-Indextheorem —

LEMMA UND DEFINITION 6.5. FEs gibt einen Algebra-Isomorphismus
p: Cliff (V) ®r C — End(S)

fiir einen ko- dimensionalen hermiteschen C-Vektorraum S. S heift Spinorraum.

Man beachte, daf§ Cliff(V') g C = Cliff (V @gr C), wobei das Skalarprodukt von V ® C
durch |z + iy|? := |x|? — |y|?, z,y € V induziert wird. Fiir den Beweis des Lemmas siehe
[Atiyah-Bott-Shapiro], [Gilkey] oder [Roe].

S zerfallt in die +1 Eigenrdume Sy von 7 := i*e; - - -e,, da 72 = 1. 7 hingt nur von
der Orientierung der ON-Basis ab. p respektiert diese Zerlegung.

6.3. Das Spin-Biindel

DEFINITION: M heiffit Spin-Mannigfaltigkeit : <= Es existiert ein Prinzipal-Spin(n)-
Biindel Spin(M), so daB jede Faser Z/2-Uberlagerung der entsprechenden Faser in
SO(M) ist (als Liegruppe).

Das von der Darstellung p induzierte Vektorraum-Biindel S := Spin(M) Xgpin(n) S
heif3t Spinorbiindel.

Spin(M) Xgpin(n) S ist dabei definiert als (Spin(M) x S)/Spin(n) mit der Aktion

(h,s)g := (hg, p(g~")s) Vh € Spin(M), s € S, g € Spin(n).

BEISPIEL: Wegen SO(S™) = SO(n+ 1) gilt Spin(S™) = Spin(n+1). Fiir S? erhilt man
gerade die Hopf-Faserung.

M erlaubt genau dann eine Spinstruktur, wenn fiir die zweite Stiefel- Whitney-Klasse
wy = 0 gilt. Es gibt dann genau soviele verschiedene Spinstrukturen wie zweifache
Uberlagerungen der Mannigfaltigkeit.

Man beachte, dafi Cliff(TM ® C) = End(S) wegen

r(vs) = (zvr 1) (zs) = 0,(v) - (v5) Vx € Spin(n),v € V,s € S.

Natiirlich existiert Cliff (7'M ® C) auch dann, wenn die Mannigfaltigkeit keine Spinstruktur
zulafit.

Im folgenden wird stets ohne weiteren Hinweis angenommen, daf3 M eine
Spin-Mannigfaltigkeit ist.

Der Liealgebra-Isomorphismus o* bildet ein Element (A;;)7;_; der Liealgebra so(n)
von SO(n) auf %Zi<j A;;eie; € Cliff(V) ab. Zum Beweis lifte man Kurven der Form

expsom)(t (X1 0,4)) zu egsil:f?n) etc. und differenziere bei 0.
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— Das Atiyah-Singer-Indextheorem —

Auf S ist ein kanonischer Zusammenhang (der Spin-Zusammenhang) gegeben durch
den Lift des Levi-Civita-Zusammenhangs von SO(M) nach Spin(M), d.h. fir die Zusam-
menhangsformen wgo : TSO(M) — so und wgpin : 7'Spin(M) — spin gilt

wspin(X) =co" (wso(O'*X)) (X € TSpll’l(M))

Sei B = (ey,...,ey) ein lokales ON-Bein auf M, B einer seiner beiden Lifts auf Spin(M).
Mit I’fj definiert durch

Vel.ej = Ffjek
gilt dann
~ -1
Ve, (B,ej) = (B, erlek: re - €j).

TM operiert auf S durch Cliffordmultiplikation, lokal ey - (B,v) = (B, ey - v) fiir eine
Funktion v : V= R"™ — §. Man tberpriift mit den Rechenregeln fiir Clifford-Algebren
leicht, daf3

Vx(Y-s)=(VxY)-s+Y -Vxs VXY €(TM),seTl(S).

DEFINITION: Sei £ ein ng-dimensionales hermitesches Vektorbiindel auf M mit riemann-
schem Zusammenhang V. Das Vektorbiindel S ®¢ £ heifit das mit ¢ getwistete
Vektorbiindel.

Der Dirac-Operator

Dy :T(8:®€) T(I*M®S: &) Y2 T(TM®S: ®¢€) “2A I(Se ®¢)

entsteht durch Verkniipfung der Clifford-Multiplikation mit der kovarianten Ableitung.

Auf diese Weise erhilt man einen Differentialoperator von S ® & nach S ® &.

BEMERKUNG: Lokal gilt fiir f € T'(S), g € T'(€)

n

D(f®g)=> (ejVe,f@g+e;f@Ve,g).

J=1

Mit dem Skalarprodukt (fi,f2) := [;,(f1,f2)dvol fir Schnitte fi,f, € I'(S ® &) gilt
D* = D und D3 = D=. D ist ein Fredholm-Operator, d.h. ker D und ker D* sind
endlichdimensional, im D und im D* sind abgeschlossen (siehe [Roe, 9], [Gilkey]).

Es ist also sinnvoll, nach

index D4 = dim ker D, — dim ker D_
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— Das Atiyah-Singer-Indextheorem —

zu fragen (der Index des Dirac-Operators D selbst ist natiirlich 0). Diesen Index kann man
nun mit Hilfe der Warmeleitungsgleichung durch eine lokale Formel ausdriicken.

Sei dazu E()) der A-Eigenraum von DD, A € R. Trg := Trr(s, ge) — Trrs_ge) =
Trr(sge¢)(-7) sei die Superspur.

k:RJ x M x M — End(S ®¢) sei der Wirmeleitungskern fiir —1D?, d.h. fiir
u€e C®(M,RxS®E) mit

ou
%DQU =
u(0,z) = f(x)
gilt
u(t, x) / f)k(t,z,y) dvol,.
Dann gilt

index Dy =e2°(dim E (0) — dim E_(0))
— Z e~ ** (dim B4 (\) — dim E_ (X))

2

:Trp(5+®§)ef 3D _ TI'F(S, ®¢)€

=Try e~sD”
:/ Trg k(t, z, x) dvol,,.
M

Das zweite Gleichheitszeichen gilt, weil

2

t
2

A=D:Dy: E+()) -2 E-()\)

fiir A # 0 ein Isomorphismus ist. In der letzten Zeile und im folgenden ist Trg als Trg, g¢ —
Trs_ge definiert.

Zur Konvergenz der Reihen fiir die beiden Spuren vergleiche [Gilkey, 1.6]. Fiir zwei
Elemente A, B € A,,TM wird im folgenden A = B geschrieben, wenn ihre Anteile n-ten
Grades iibereinstimmen. Bei der spéteren Integration iiber M interessieren ja nur die
Anteile in A" T M. Zu zeigen ist nun

LOKALER INDEXSATZ 6.6. FEs gilt fir x € M

%{I{l} Trg k(t, z, ) dvol, = (A(TM @ C) A ch(&)) "

Dieser Satz ist eine rein lokale Aussage und verlangt somit nicht das globale Vorhanden-
sein einer Spinstruktur. Mit der Wahl £ := S ® £’ erhélt man den lokalen Hirzebruch-
Signatursatz fiir den mit ¢’ getwisteten Signaturkomplex ([Roe, S. 148ff]). Ahnlich folgen
der lokale Satz von Gauf3-Bonnet und von Riemann-Roch.

Aus dem globalen Satz fiir den getwisteten Signatur-Komplex folgt das globale Atiyah-
Singer-Indextheorem fiir alle elliptischen Differentialoperatoren. Siehe dazu [Atiyah-Bott-
Patodi].
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7.Der stochastische Beweis

7.1. Die Weitzenbock-Formel

Sei A = V*V = > ((V;)? = Vy,e,) der horizontale Laplace-Operator auf S ® &. Seien

R, R und L die Kritmmungstensoren von S ® &, TM und &. Dann gilt fiir ein lokales
ON-Bein (¢;); mit Vjeg, =0 und lej,ex]je = 0 am Punkt z:

Zej ekvk
:Zejekv-vk

:—Z D2+ ejen(ViVi — ViV;)

i<k

= — AH + Z ejekR(ej, ek)
i<k

(Weitzenbock-Formel). Diese Formel ist wegen der Symmetrien der Kriitmmung invariant
unter einem Wechsel der ON-Basis. Nun gilt

R(ej,ex) = 0*R(ej,ex) @ 14+ 1@ L(ey, ex).

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir Cliffordalgebren und der ersten Bianchi- Identitat berechnet
man (vgl. [Roe, 10.29])

1 : 1
E ejexo” R(ej, ex) E ejen(— lejkelem =3 E ejexRicj, = i
gk

i<k i<k
I,m

wobei k die Skalarkriimmung von T'M ist. Insgesamt folgt also

1 1
D2 — —AH + Zm@ 1+ 5 Zejek (9 L(ej,ek).
ik

Man kann nun die Warmeleitungsgleichung fiir den Laplace-Operator mit Hilfe der Brown-
schen Bewegung l6sen und dann mit einer Formel vom Feynman-Kac-Typ die Losung fiir
—D? daraus entwickeln.
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— Der stochastische Beweis —
7.2. Stochastische Parallelverschiebung

Sei Ug das zu & gehdrige U(ng)-Prinzipalbiindel, dann ist die Whitneysumme Spin(M) x
U, das Spin x U-Prinzipalbiindel zu S ® £, 7 sei die kanonische Projektion auf SO(M).
L(v) sei der horizontale Lift des kanonischen horizontalen Vektorfeldes L(v) fiir v € R"
nach Spin(M) x Uk.

(z¢) sei die Brownsche Bewegung auf M, (u;) ein horizontaler Lift nach SO(M).
i € (Spin(M) x Ug)%5 sei definiert durch

dii = L(dw))g.

Fiir den Anfangswert gelte 7(ig) = up. Dann folgt nach der Stratonovich-Formel 7(a;) =
Ut.

DEFINITION: Der Paralleltransport von (S®¢),, nach (S®¢),, langs (x¢) wird definiert
durch

Tt
o~ ~—1
Tt += UoUy

7 ist natiirlich unabhéngig von der Wahl von .

LEMMA 7.1. Fir f e T(S®¢&) gilt

drf(z) = Vo f = 7(Veuf + %AHf dt).

Beweis: Es gilt mit * als horizontalem Lift auf Spin(M) x Uy

duy f(zy) =L(dwy)a, (a7 f (1))

=D e (5 (o)
- Z 1Vu e; f(z) dwt

:ut det f(xt)

—Za;lvue Flxy) dw! + = Za;lv Vi) u-eju- er,) dw! dwF
],k

_ut (véazf f(xt) + §AHf(IITt) dt)

Multiplikation mit g liefert die gewiinschten Ergebnisse. Man beachte, dafi die Ito-Formel
hier auf Prozesse in dem Vektorraum S ® C"° angewandt wird. O
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— Der stochastische Beweis —
Genauso folgt fiir f € C°(M xR, S ® &)

drf(z,t) = 7(Ves f + (% + %AH)fdt).

Insbesondere erhdlt man also mit fy € I'(S ® &) fiir
f,1) = AR fo(a)

durch Erwartungswertbildung f(zo,0) = E, [m1 fo(z1)], allgemein gilt genauso

1

eatAHfo(:z:O) = By [t folxe)].

Anschaulich bedeutet das:

Die Losung der Warmeleitungsgleichung im Punkt xy zur Zeit ¢ erhalt man, indem
man die Brownschen Pfade bis zum Zeitpunkt ¢ betrachtet, dort den Wert der Startfunk-
tion bildet, diesen entlang des Pfades zum Ursprung zuriickschiebt und den Mittelwert
betrachtet.

7.3. Feynman-Kac-Formel

Sei C := —1(D?+ Af). Analog zur euklidischen Situation versucht man einen Ansatz der
Form

e_%tlffo(xo) = €t(%AH+C)f0(330) = By [Zi7 fola)]

mit Z, € C'(RT,End(S ® )4, ). Nach der Differentialgleichung fiir 7 fo(x) folgt

dZyri fo(we) = (Zimif () + %ZtTtAHfO(xt)) dt + Zy7¢V s, fo().

Man erhélt also die Bedingung 7] = ZtTtC’|xtT;1 und Zy = Id. Zerlegung beziiglich der
Summanden von C' mit dem Ansatz Z = a- U, a € C*(RT), U € C*(RT,End(S ® £),,)
fithrt auf die Gleichungen

1 —1 " k(xs) ds
aéz—gat/ﬁ(a:t) ,dh, ap=e 5 Jo rteds g

1 -1
Up == ;Usm Z;ejek ® Lz, (¢j,¢x) | 74
7

mit Uy = Id, wobei (e;); irgendein ON-Bein an der Stelle x; sei. Die Wahl e; := ue;

liefert 1
Ul = —<U > _(uoe;)(uoex) ® 75 Lure;, urer)(r5) .

4 "4
J>k
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— Der stochastische Beweis —

7.4. Zeitumparametrisierung

Um die verwendeten stochastischen Prozesse einfachen analytischen Verfahren zugénglicher
zu machen, ist es notwendig, die Differentialgleichungen ein wenig zu andern. Die Brown-
sche Bewegung wird nicht mehr bis zu verschiedenen Zeitpunkten betrachtet. Stattdessen
wird wird immer dasselbe Stiick eine Brownsche Bewegung mit verschiedenen Verkleine-
rungsfaktoren multipliziert. Dabei wird ausgenutzt, daf} fiir eine Brownsche Bewegung
(w;) und € € R der umskalierte Prozef (lw.2;) wieder eine Brownsche Bewegung ist.
Deshalb gilt

LEMMA 7.2. Die Losungen der Differentialgleichungen

du® =eL(dw)|ye,

(a®) =— %CYH(CIJ‘E) und
2
5
) =~ EUE g (uoej)(uger) ® 74° Lize (uej, usey)(5°)

i<k

mit denselben Anfangsbedingungen wie u, o und U haben zur Zeit 1 dieselben Vertei-
lungen wie u.2, az2 und U2, FEs gilt fiir wie oben definiertes x€ und 1°

dz® = eu® dw und dre f(x®) = 75V age f(2°).

Ab dieser Stelle werden ausnahmslos nur noch die mit € umparametrisierten Prozesse
verwendet. Sie werden deshalb der Ubersicht halber héufig, ohne das Verwechselungen zu
befiirchten sind, mit (u;), (z;) etc. bezeichnet werden.

7.5. Darstellung des Kernes

Sei p(t, xo,y) die Dichte der Brownschen Bewegung (z}), d h. der Warmeleitungskern fiir
den halben Laplace-Beltrami-Operator. Dann folgt mit €2 = ¢

A0 f(10) = / k(t, 20,9) () dy
M
= [ B[zt reblet = ot o) ay
M
= /M Bao [ 257 F(2)|25 = y]p(e?, 20, y) dy

Leider kann man nun, um k(¢, zg, xg) zu berechnen, nicht einfach f(y) aus der bedingten
Erwartung herausmultiplizieren, da Z;71 € Hom((S ® )4y, (S ® §)a,) fir verschiedene
w € ) Werte in verschiedenen Vektorraumen annimmt. Dieses Problem kann man losen,
indem man z darauf konditioniert, zur Zeit 1 in y zu sein (Brownsche Briicke). Dann
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mufl man aber mit einem komplizierteren Operator als %A arbeiten (siehe fiir diese Meth-
ode [Azencott]). Hier wird eine andere Konstruktion &hnlich [Leandre| durchgefiihrt, die
allerdings Hilfsmittel aus dem Malliavin-Kalkiil benotigt.

Um den Endpunkt zj der Brownschen Bewegung mit dem
Startpunkt zu verbinden, wird die Kurve o : n — zf fir n < ¢
betrachtet. o ist eine C'°°-Kurve von x; nach xy. Sei dann 7¢ die
Parallelverschiebung langs o bis 7 und der anschlieSenden Brown-
schen Bewegung. Da auf {x; = 2o} 7 und 7 iibereinstimmen, gilt
fiir den Warmeleitungskern &

k(€2,l’0,l’0) = Emo [Zl7A'|l'1 = :E()]p(EQ,(Eo,xo).

BEMERKUNG: Leandre verwendet hier eine kompliziertere Konstruktion, bei der die Man-
nigfaltigkeit zundchst in einen hoherdimensionalen euklidischen Raum eingebettet
wird. Dann verbindet er den Endpunkt der Brownschen Bewegung iiber eine Geoda-
tische mit dem Startpunkt. Durch Multiplikation mit einer geeigneten Testfunktion
werden Brownsche Bewegungen, die im Schnittort enden, ignoriert.

LEMMA 7.3. Fiir den Grenzwert der Superspur des Kernes gilt
. —k : —-n EnE
%{1(1) Trg k(t, xo,x0) = (2m) " Ey, [21{%5 Trg (U5 7°)|wy = 0].

BEMERKUNG: An dieser Stelle wird der Malliavin-Kalkiil verwendet. Natiirlich ist dieser
Kalkiil ein sehr viel méachtigeres und tiefliegenderes Hilfsmittel als die Brownsche
Briicke; er wird hier vorgezogen, weil er ein anschaulich leicht faBlbares Regulari-
tatsergebnis anstelle der umstandlichen Rechnungen mit dem erzeugenden Operator
der Brownschen Briicke liefert. Fiir die umfangreichen Teilbeweise wird auf [Ikeda-
Watanabe| verwiesen.

Beweis: (vergleiche [Ikeda-Watanabe, Th. V.10.6]) z§ ist wegen der linearen Unabhéngig-
keit der L(e;) ein nicht-degeneriertes Wiener-Funktional ([Ikeda-Watanabe, Th. V.10.2]).
Sei o : M — R” eine C*°-Abbildung, die auf einer Umgebung U von xz( injektiv ist
mit p(zg) = 0 und ¢'(x20)"* € SO,,(M). Wegen der Elliptizitit des Laplace-Beltrami-
Operators sind die Funktionale 1 () gleichméBig nicht-degeneriert ([Ikeda- Watanabe,
Th. V.10.5]). Sei ¢ : M — R mit suppt C U in einer Umgebung von z( konstant 1. Es
folgt
Trs k(% 20, T0) =FEuq [0, (25) 0] Trs (U 7°)]

=By, 80 () (a5)af Ty (UF7)|

=y [30( P a0 T, (UF5)).
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Also gilt fiir den Limes, wenn die entstehenden Grenzwerte glatt sind (was in 7.7 gezeigt
wird)
. 0\ 13 —-n £ ErE
}{% Trs k(t, %o, x0) =Eq, [60(0=2Y) 31{1%5 of Trg(UT79)]
=F, [60(:29) li{% e " Trg (UT79)] (da o =1).

70.” bezeichnet die Ableitung nach €. Durch Ableiten der Differentialgleichung fiir x bei
e = 0 entsteht do.2° = ug dw, also 9.2" = upw (insbesondere ist 0.z} nicht-degeneriert).
w hat bei 0 die Dichte (27)~%0, es folgt das Lemma. O

7.6. Stochastische Zerlequng

Um den Endomorphismus U in zwei Komponenten aus End(S) bzw. End(§) aufzuspalten,
benutzt man folgendes allgemeines Prinzip:

Seien A, B hermitesche Vektorraume, J eine endliche Indexmenge,

¢l € C([0,1],End A), 7 € C([0,1],End B) fiir j € J. W, sei Brownsche Bewegung
auf R7. H; € End(4 ® B) sei die Losung der (deterministischen) Differentialgleichung

Hi=H)» ¢l o¢l, Hy=Idgs.
JjeJ

H# € End(A) und HP € End(B) seien die Lésungen der stochastischen Differentialglei-
chungen

dH? =HA Z ol SW7 und
JjedJ
dHP =HP > "] sW/
JjeJ
mit Hy' = Id4 und HP = Idp. Dann gilt

LEMMA 7.4. H; = E[H{* ® HEP).

Beweis: d(HA® HP) = (HAY. ¢/ W)@ HP + HA® (HB S 7 6W7)+dHA®@dHE. Die
ersten beiden Summanden verschwinden als Martingale bei der Erwartungswertbildung.
Der Rest wird zu

dH* @ dHP =(H* ¢/ 6W7) @ (HP> 47 6W/)

=(H"® H?)) (¢’ @ ¢*)dW7, W*)
7.k
=H*@ H?)) (¢’ @47)dt.

J
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O

Sei fiir die Anwendung auf U aus 7.3 der Prozel W eine Brownsche Bewegung auf
~ n(n—1)

so(n) = R™ = . Der Erwartungswert beziiglich dieser zweiten Brownschen Bewegung
werde mit F bezeichnet. Dann gilt

U, = E[U @ Uf

mit US € End(S,,), US € End(&,,) definiert durch

2
£ .
U’ = — EUS Z(uoej)(uoek) SWIk  baw.
j<k
dU¢ =U* Z 78 L, (uej, uey)(7°) oWk,
i<k

mit den Anfangsbedingungen Uy = I ds,, Ug = Idg, . Man beachte die unterschiedliche
Abhingigkeit von €, die so gewahlt ist, da fir L=0U¢ =1 de,, bleibt.

Wegen Trg(A ® B) = trg A - tr B := (tr AT — tr A7) tr B fir A* € End(5%), A :=
AT @ A~ und B € End(¢,,) folgt somit

Tr(U7) = E[trg(U+5) tr(U7%)].
Also erhalt man

lim Tr, k( — (2 _kOE[E lim e~ trg (US79) tr(US 7 ‘ :o]
t{% s k(t, z0,20) = (27) [EI\I‘%S rs (U7 77) tr( 17')} wy

7.7. Fantastic Cancellations

Das folgende Lemma zeigt, dafl sich der problematische Faktor e =" bei der Limesbildung
bereits mit dem Faktor fiir das Spinorbiindel alleine aufhebt, wenn letzterer nach e dif-
ferenzierbar ist. Tatsdchlich geniigt es, die erste Ableitung des Endomorphismusses zu
betrachten, dessen Superspur dort gebildet wird. Vielleicht ist diese Formel die beste
Erklarung fiir die ”Fantastic Cancellations”, die McKean und Singer vermuteten und Pa-
todi fand.

LEMMA 7.5. Sei g eine C'-Kurve in Spin(n), g(0) = 1. Dann gilt

: N 2\ _ —ko /
i%& trs g(e?) = i7" Pf(4'(0)).

Beweis: g 1aft sich in der Form

0;(1)
T2

)

ko 9j(t>ej_1tejt ko 0.;(t
D52 Treaimi(Bes; () - H(cos i) + ezj_1(t)eq;(t) sin
=1

t) = .
g( ) 6Chﬂ“(n) 9
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mit einer geeigneten differenzierbaren Basis (e;(¢)) von R™ und differenzierbaren Winkeln

0;(t) darstellen. Man berechnet nun trg g(t) = tr7g(t) = [] 2 sin %T(t) (siehe [Atiyah-Bott],
[Hsu]), also

ii{f(l) e M trg g(e?) =ik H 0:(0) = i~*o Pf(4'(0)).

O

Sei iy einer der beiden Lifts von uy nach Spin(M). Das Element iy Ut € End(S)
liegt zwar i.a. nicht in Spin(n), unterscheidet sich aber von einem solchen nur um einen
unwesentlichen Faktor:

Umschreiben der Differentialgleichung auf Stratonovich-Form ergibt mit e; := uge;:

2
dUu® = — %USZejek SWik

i<k

2 . 4 '
=— %Us Zejek dWIk 4 %US Z (ejer)(erer) d(WIF Wim)

i<k j<k
l<m
e s RS VR, | ik et s 2
:—EU Z(uoejuo ) (toexty ) dW +§U Z(ejek) dt
j<k j<k
2 4
2 3 o e emn—1) ¢
:—?U Zuoejekuolde —TU dt
i<k
4
—1
= — 2US Gt dWiig" — %G)US dt,

wobei W € so(n) in der letzten Zeile als Endomorphismus von S betrachtet wird. Diese
Differentialgleichung 1af3t sich leicht explizit 10sen:

64n(1—n)t~ 2 ~—1

S _ 1> Wt
Uy =e 1 Uolyg(n) o

also
S €4n(1—n) _

U =e 10 dg(Id— Wi + o(e?)) iy '

Man beachte, dafl die Expontialfunktion in der Clifford-Algebra angewandt auf spin der
differentialgeometrischen Exponentialfunktion auf Spin entspricht.
Auch die Ableitung der Parallelverschiebung auf dem Spinorbiindel 79 existiert:

LEMMA 7.6. (vergleiche [Bishop-Crittenden, 6.1.7]) Es gilt
75 = g (Id — &%+ o(e?)) iy "

mat 1
10 0, 1
= (et = 3 DBl L)

wobet w die Zusammenhangsform ist.
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BEMERKUNG: 2,,(-,-) ist eine schiefsymmetrische Bilinearform. Also ist fiir n = 2 p
proportional zum Flacheninhalt von w verbunden mit einer Strecke von w; nach 0.

Der Beweis dieser Formel ist der schwierigste Teil im stochastischen Beweis des Indextheo-
remes. Er ist der wesentliche Punkt, in dem sich die auf [Bismut(2)] folgenden Beweise
von ihrem Vorbild unterscheiden. Die Zufallsvariable p wird sich sehr direkt in das A-
Geschlecht verwandeln. Im hier dargestellten Ansatz wurde die Parallelverschiebung mit
Hilfe des Malliavin-Kalkiils so verédndert, dafl sich die zweite Ableitung jetzt einfach aus-
rechnen 1af3t:

Beweis: Sei g(e) := 7(uy '#°1p). Die Kurve & + uj in
SO(M) ist i.a. kein horizontaler Lift der Kurve o : ¢ — z7,
gibt also nicht direkt die Parallelverschiebung an. Durch
Multiplikation mit g erhdlt man aber einen horizontalen Lift
ujg(e), also gilt mit R als Rechtsmultiplikation auf SO(n)

(Ry(e)-1)+9'(e) = —w(0-u7)

([Bishop-Crittenden, 5.2]) und bei e = 0 ¢'(0) = —w(Zu?).
Seinun V : TSO(M)xT'(T'SO(M)) — TSO(M) ein Zusam-
menhang mit Vw = 0. T und R seien die zugehorigen
Torsions- und Kriimmungstensoren. Durch kovariantes Dif-

ferenzieren der Differentialgleichung fiir u aus 7.4 nach ¢ folgt

v v

Sei % das kovariante Stratonovich-Differential langs ¢t +— wus; aus den in 5.1 gennanten
Griinden ist es problemlos genau wie die deterministische Ableitung lings einer Kurve
definierbar. Es gilt
\Y VvV o _ 0
—du = —— T(=—u,d
9e™ T aroet T <8€u’ u),

also fiir € = 0 wegen du® = 0 d-Zu° = L(dw),,, bzw. £u’ = L(w)),, und damit ¢’(0) = 0.
Also ist _

1, . 10 0 1 ,Vvo
H=739 (0) = 2 85|s:0w(85u1) N 2w(825u1)'

Weiteres Ableiten der Differentialgleichung liefert

\Y \Y% Vv o _ 0
2 L _Y (X g
Oe |e=0 (dw)p Oe |5:O(dt PR T(E)su’ du))
(da du® = 0) PR + R(

5 uo,duo)guo + T(—gu —Eduo)

9

Oe Oe
VO A
_da25u + T, (L(w), L(dw))
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([Klingenberg, 1.5.8]). Nach Wahl von V ist die Ableitung horizontaler Vektorfelder hori-
zontal, also w(25- L(dw)) = 0 und

w(T(L(w),L(dw))) - w([L(dw),L(w)]) = —dw(L(dw), L(w)) = —Q(L(dw), L(w)),

somit

Fiir die Indexdichte hat man jetzt also insgesamt die Formel

~ E4n( —n)
P\% k(t,zq,xo) :(27r)_k0E[E[ii<% e e trs(ﬂoe_gwlilal%s) tr US74] jwy = 0]

:E[E[Pf(i(wl + ) tr Uf|€:0] ’wl = O].

Das Biindel ¢ wird in diesem Ausdruck nur noch durch U f‘ .—o reprasentiert. Diese Zu-
fallsvariable ist von der Brownschen Bewegung w unabhangig:
Sei 3y = UE| .—o; die Differentialgleichung fiir U¢ wird zu

dB =8> Llei,e;) W™,

1<J
enthalt also nur noch W.

7.8. Trennen der beiden Brownschen Bewegungen

Nun gilt fir A,B € A2 TM

1 n
Pf(A+B)es A...Nep = k—o'(A—i-B)Ak0 ZedtB =ed ned.

Damit 1483t sich die Formel fiir die Indexdichte in einen Erwartungswert fiir w und einen
fiir die Hilfs-Brownsche Bewegung W zerlegen:

i 1 - i 1
%i\n% k(t, zo, z0) dvol = Ele3™ """ |wy = 0] A E[e} Wit gy B1].

Nun kann man zeigen, dafl der erste Erwartungswert gleich der A- Klasse von TM und
der zweite gleich dem Chern-Charakter von ¢ ist.
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7.9. Der Erwartungswert beziuglich w

Die 2-Form uopuug ' 148t sich etwas einfacher darstellen: Es ist fiir 9,72 € Ty, SO(M) und
ihre Projektionen vy, vy auf T'M

(uoQuo (L(dw), L(w))ug *, v1 A ve) = — (ugSy, (L(dw), L(w))ug o1, v2)

—{
= — (R(ug dw, upw)vy, va)
=(R(v1, v2)upw, ug dw)
=(Qy, (U1, V2)w, dw).

Also wird die charakteristische Klasse E [eXp( —UQ UG ‘wl = 0] durch die Funktion
q:so(n) — C

A Ele® Jo Awdw), g

ko
bestimmt. In einer geeigneten Basis ist A = diag (_0 9’“) . Dann ist
k=1

0 O
ko 0
w? dw! —w?! dw?
a(4) = [ Ble™ S’ s = 0.
k=1

Dieser Ausdruck lafit sich nun mit einer Formel von Paul Lévy berechnen. Man beachte
dazu [ w!dw? = [w! fw?. Sei
x/2

:R—R —.
v e v sinh /2

FLACHENFORMEL VON LEVY 7.7. Fiir o € R gilt

i 1
E[eT fO (’l,U2 dwl_wl d’u}2)|w1 _ 0] _ SO(OK)‘

Beweis: (Skizze, vgl. [Ikeda-Watanabe, S. 474f]) Sei r := |w|, w 2- dimensionale Brownsche
Bewegung. Uber eine Zeittransformation zeigt man die Existenz einer von r unabhangigen
Brownschen Bewegung B mit

| 1 2
é/o(w dw' —w dw)—BlftTQdS.

4 Jg s

Wegen FElexp(iaBy)] = eXp(—O‘T) (Fourier- Transformation der Gauf-Verteilung) wird
obiger Erwartungswert zu

o2 1
Ele & Jori dt\rl =0].
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Verallgemeinernd betrachtet man fiir f € C§°(R?)
u: Ry x R* =R
(t,2) Bl % o lrrwldt g
Diese Funktion 1ost die Differentialgleichung

ou 1 a2| 2
— = -Au— —|z|7u
at 2 8
mit uj—g = f.
Den Kern p dieser Differentialgleichung kann man nun mit klassischen Methoden ex-
plizit berechnen und erhélt so fiir den gesuchten Erwartungswert

E[u(1,0)|r;1 = 0] = 27p(1,0,0) = p(a).

Somit ist ¢(A) = Hgo(%) = y/det p(5=A), also

Q(Qmo) = A(VTM(X)C) |z

7.10. Der Erwartungswert beztglich W

Die Hilfs-Brownsche Bewegung W verschwindet genauso, wie sie entstanden ist. Sie wurde
verwendet, um eine deterministische Differentialgleichung in zwei stochastische zu teilen.
Jetzt werden zwei Losungen stochastischer Gleichungen tensoriert, um eine explizit 16sbare
deterministische Gleichung fiir den Erwartungswert zu erhalten. Dank der universellen
Eigenschaft des Tensorproduktes kann man diese Konstruktion auf den hier gesuchten
Erwartungswert anwenden.

Da @ A?*C" eine kommutative endlichdimensionale Algebra ist, kann man in ihr den
normalen [t6-Kalkiil anwenden. Es folgt fiir o € C

1 ;
de" = aeS™ A W + 50426‘/3{“/ A Z(ej Aep) " dt = e A Zej A ey, SWIF,
i<k i<k

Also erfiillt H, := E[e" ® f] die Differentialgleichung H' = H - oK mit

K = Zej Ner ® L(ej,er),
i<k

d.h. H; = eﬁa@;f(GL(no,C)'
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Mit dem Vektorraum-Homomorphismus

~v:AR" ® End(¢&,,) — AT, M ® C
P @1 (ugpuy ') tre

folgt
= Lu Wlu_l = QLWl
Ele " trf] =Ely(el” ' ®@ B1)]
=y(ez" )
1
:trexp(% Zej Aer @ L(ej, er))
i<k
=tr @%LIO
:Ch(vf)mo.
Also gilt

%1\1}(1) k(t,z,z) dvol = (A(TM ® C) A ch(ﬁ))|m.
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