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Einleitung

Diese Arbeit entstammt den Gebieten der algebraischen Geometrie und der
komplexen Differentialgeometrie. Untersucht werden Kurven in den Grass-
mannvarietdten G(n, N), also holomorphe Abbildungen, die jedem Punkt
einer Riemannschen Fliche einen n-dimensionalen Untervektorraum des CV

zuordnen.

Ehrhard untersuchte in [E] bereits parametrisierte Regelflichen, das sind
Kurven in der G(2, 4), hierbei wird — vom projektiven Standpunkt aus gese-
hen — jeder Punkt einer Riemannschen Fléche auf eine Gerade des P3 abge-
bildet. Er konnte diese klassifizieren in abwickelbare und nicht—abwickelbare
Flédchen, wobei sich die abwickelbaren noch einmal in Tangentenfléichen und

Kegel unterteilten.

Ziel dieser Arbeit ist, Griffiths’ und Harris’ Satz iiber eine Normalform von
Kurven in beliebigen Grassmannvarietéten zu beweisen ([G/H1, 2.2]) und

damit eine Klassifikation dieser Kurven zu erhalten.

Der Satz iiber die Normalform besagt, daf sich eine Kurve in der G(n, N)
aus assoziierten Kurven von Kurven im Py_; und einem konstanten Anteil

zusammensetzen l1a8t, so dafl die Anzahl der assoziierten Kurven minimal ist.



Unter den assoziierten Kurven zu einer Kurve ¢ im Py_; versteht man die
Kurven, die jedem Punkt s der Riemannschen Fliche den Punkt ¢(s) selber
(0-te assoziierte Kurve), die Tangente an ¢(s) (1-te assoziierte Kurve) bzw.

die Schmiegebene (2-te assoziierte Kurve) usw. zuordnen.

Im ersten Kapitel werden die Grassmannvarietéiten eingefiihrt, dabei folge
ich Harris ([H, Lecture 6]) und zeige zuerst, dafl sie projektive Varietéten
sind, bevor fiir den komplexen Fall ihre Struktur als Untermannigfaltigkeit
angegeben wird. Bei den Sétzen habe ich versucht, moéglichst geometrische
Beweise zu fithren. Am Ende des ersten Kapitels werden noch die bekannten
Zusammenhinge iiber die Dualitdt D, die jedem Untervektorraum den bzgl.

der kanonischen Bilinearform senkrechten zuordnet, erlautert.

Im zweiten Kapitel wird nach einer kurzen Einfithrung iiber das Liften und
Fortsetzen von Kurven im projektiven Raum mit der Untersuchung der Kur-
ven in den Grassmannvarietdten begonnen. Dabei werden die von Ehrhard
in [E] dargestellten Ideen weiter ausgebaut. So werden die direkte Summe,
die Summe und der Schnitt zweier Kurven definiert, die punktweise fast
iiberall die entsprechenden Konstruktionen aus der linearen Algebra sind.
Die Rolle der Vektoren wird in diesem Zusammenhang von den Leitkurven,

das sind Kurven in der G(1, N) = Py_y, iibernommen.

Das dritte Kapitel dient dem Beweis der Normalform. Die Hauptschwierig-
keit war zu zeigen, dafl die von Griffiths und Harris fiir eine Kurve ® defi-
nierten Kurven ® + ® und ® N ®’, die fiir einen Punkt s der Riemannschen
Fléche die Summe bzw. den Schnitt von ®(s) mit dem ,,unendlich-nahen

Untervektorraum*“ darstellen®, holomorph sind. Zu meiner Uberraschung

m
dPy
dw

m
dPy

dw *

'"Mit den Bezeichnungen aus [G/H1] PJ" +

bzw. Py' N



entdeckte ich dabei, dafl diese beiden Konstruktionen durch die Dualitét

D auf natiirliche Weise zusammenhéngen, ndmlich
NP =D(Dd) + (DB)) bzw. &+ & =D(DD)N (DD)).

Nach der Definition von ® +®’ und ® N®’ kann der um eine Eindeutigkeits-
aussage erweiterte Satz iiber die Normalform bewiesen werden, wobei die
Beweisidee aus [G/H1| etwas modifiziert wurde. Den Abschluf bildet eine

Anwendung des Satzes auf die Regelfléichen.

Mein herzlicher Dank gilt Herrn Prof. Fischer fiir das schéne Thema und
seine Betreuung der Arbeit. Nun hoffe ich, dafl der Leser bei der Lektiire
zumindest etwas von der Freude empfindet, die ich bei der Bearbeitung

hatte.
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Kapitel 1

Die Grassmannvarietiaten

Schon lange ist bekannt, dafl sich eine Hyperfliche im projektiven Raum als
Punkt im dualen projektiven Raum auffassen la83t, insbesondere also eine
Gerade in der projektiven Ebene Py als Punkt in der dualen projektiven Ebe-
ne P5. Aber erst Pliicker hatte die Idee, die Geraden im projektiven Raum
P3 als Punkte im P5 zu betrachten. Dabei ist die Einbettung so gewéahlt, dafl
die Punkte des P5, ,,die von den Geraden des P35 stammen®, eine Varietét

bilden, die Pliicker—Quadrik.

Die Verallgemeinerung dieser Gedanken fithrt zu den Grassmannvarietéten.

Vereinbarung

In diesem Kapitel bezeichne k einen algebraisch abgeschlossenen Koérper.



1.1 Definition und Einbettung in den P(\" k")

Definition
Die Grassmannvarietdt G(n, N) fir n, N € N mit 0 <n < N ist die Menge

der n—dimensionalen Untervektorriume des kv, i. Z.
G(n,N) :={V < kY | dimV = n}.

Analog setzt man fiir den projektiven Raum Py
G(n,N):={V <Py | dimV = n}.

ENTL auf kanoni-

Da den (n + 1)-dimensionalen Untervektorrdumen des
sche Weise n—dimensionale Unterrdume des Py entsprechen, kann man die
G(n+1, N+1) mit der G(n, N) identifizieren, so daff diese beiden Schreibwei-
sen nur eine unterschiedliche Interpretation andeuten. Eine der einfachsten
Moglichkeiten, einen Untervektorraum zu beschreiben, ist eine Basis anzu-

geben. Durch Zusammenfassen der Basisvektoren zu einer Matrix erhalten

wir die Abbildung

v: {M e M(N x n, k)| rang M =n} — G(n,N)

wy - W —  span{wi, ..., wn,}.

Damit aus dieser Surjektion eine Bijektion wird, definiert man die Aquiva-

lenzrelation ~.

Fir A, B € M(N x n, k) ist

A~B << 3CeGL(n,k): A-C=8B



Das Faktorisieren der Matrizen nach dieser Aquivalenzrelation fithrt zu der

bijektiven Abbildung

v: {MeM(N xn, k)| rang M =n}/~ — G(n,N)

wy - wy —  span{wi, ..., wy}.

Um die Grassmannvarietét besser untersuchen zu kénnen, betten wir sie mit

Hilfe der Pliickereinbettung ¢ in den projektiven Raum P(A" kV) ein.
£ G(n,N) — P(A" k)
W =span{wy,...,w,} > Plwi A...A\wy)

Man mufl dabei kurz iiberlegen, ob ¢ wohldefiniert ist. Wenn eine andere
Basis w1,...,w, von W gewihlt wurde, dann gibt es eine Matrix M €

GL(n, k), die den Basiswechsel beschreibt, d. h.
(w1 ... wy) = (w1 ... wy) - M.

Damit ist

WIA...ANWp=wi A...\Nwy-det M,

also

Plwi A ... Awp) =Plwp Ao Awy).
Bevor wir zeigen, dal € auch injektiv ist, machen wir noch eine

Definition
w € A"EYN heiit zerlegbar genau dann, wenn es wy,...,w, € k¥ gibt mit

wW=wi N...\wp.

Offensichtlich ist w € A" k™ \ {0} genau dann zerlegbar, wenn P(w) € Im .



Sei nun P(w) € Im ¢, dann ist w € A" k™Y \ {0} zerlegbar, d. h. w = w; A
... Aw, mit wi, ..., w, € kY. Wegen w # 0 ist dimspan{wi, ..., w,} = n,

und nach den Eigenschaften des Dachproduktes gilt fiir w € kY
w € span{wy, ..., Wy} <= wAw=0,

also

span{wi, ..., w,} = {w € kY | w A w = 0}.
Damit ist die folgende Abbildung wohldefiniert

0: Ime —» G(n,N)

P(w) s {wekV |wAw=0}.

Fiir die Injektivitédt von € reicht es zu zeigen, dafl de = id |G(n7 ~) - Dies ist

aber klar, denn fiir n linear unabhéngige Vektoren wy, ..., w, gilt

de(span{wi, ..., wy}) = §(P(wi A ... Awy))
={we kN |wAw A...Nw, =0}
= span{wi, ..., w,}.

g

Mit Hilfe von ev lassen sich leicht die zu W = ~([M]) € G(n,N) gehori-
gen homogenen Koordinaten des P(A" k"), die Pliickerkoordinaten fiir W,
angeben. Sei dafiir eq,...,ey die Standardbasis des kY, dann bilden die
eri=ey N Neg, fur I ={ig,...,0,} C{l,...,N} mit i1 <ig <...<ip,

eine Basis des A" k. Beziiglich dieser Basis ist

(M) =P | > arer|,

IC{1,...,N}
#I=n



wobei die ay € k die n x n—Minoren von M sind, genauer ist «j fiir
I = {i1,...,i,} die Determinante der Matrix, die aus den Zeilen i1, ..., 1,

von M besteht.

Bis jetzt sind die Grassmannvarietiten nur eine Teilmenge des P(A" k™),
jetzt soll gezeigt werden, daf} sie den Namen Varietédten wirklich verdienen,

dabei soll das Bild von € mit G(n, N) identifiziert werden.

Satz 1.1

Die Grassmannvarietit G(n,N) ist eine Varietdt im projektiven Raum

P(A\" k).

Fiir den Beweis sind die folgenden zwei Hilfsséitze niitzlich.

Hilfssatz 1.2
Fiir w € \" kN \ {0} sind dquivalent:

1. w ist zerlegbar.
2. dim{w € kN |wAw =0} =n.
Beweis Fiir zerlegbares w hatten wir schon weiter oben gesehen, dafl dann

auch 2 gelten muf3.

Zum Beweis der Umkehrung wihlen wir eine Basis bq,...,b, € kY von
{w e kN | wAw = 0}, diese Vektoren lassen sich dann zu einer Basis
bi,...,bpsbugt, ..., by des kN ergiinzen. Also besitzt w eine Darstellung der

Form



wobei oy € kund by := b, A...Ab;, fir I ={iy,... in}, i1 <l <...<ip.

Aus der linearen Unabhingigkeit von {b; A br}rcq1,.. . n)\{i}, #1=n und der
Gleichung

0=b; \Nw= Z Oq(bz‘/\b[) = Z Oé[(bi/\b[)

IC{1,...,N} IC{1,...,N}\{i}
#I=n #I=n

fir alle ¢ € {1,...,n} folgt a;y = 0 fiir alle I C {1,..., N} \ {i}, #I = n,
i€{l,...,n}. Alsoist nur ayy . # 0, d. h. w ist zerlegbar. O

Durch eine leichte Modifikation des zweiten Teils des Beweises erhalten wir

den

Hilfssatz 1.3
Fiir alle w € \" kN \ {0} gilt

dim{w € kY | wAw =0} < n.

Mit diesen technischen Hilfsmitteln geriistet, geht es zum

Beweis von Satz 1.1 Fiir w € A" k™ \ {0} betrachten wir die folgende Kette

von Aquivalenzen:

P(w) € G(n,N)=Im ¢

< w ist zerlegbar.

REES dim{w € kN |[wAw=0}=n

REE dim{w € kN |[wAw =0} >n

—  ow): kY — A" EN, w— wAw hat Rang < N —n.

Nun ist die Abbildung
A" kN — Hom(kN, A" k)

w e(w)
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linear, d. h. die Eintréige der Matrix ¢(w) € Hom(k™, A" kN) sind Li-
nearformen auf dem A" k%, also homogene Polynome vom Grad 1 in den
Koordinaten des P(A" kY). Damit ist G(n, N) das Nullstellengebilde der
(N —n+1) x (N —n+ 1)-Minoren dieser Matrix. O

Leider erzeugen die so erhaltenen Polynome nicht das homogene Ideal von
G(n,N) CP(A" k"), um die Erzeuger zu bekommen, mufl man schon mehr
Arbeit investieren (s. [G/H2, p. 211]). Da diese aber fiir unsere Uberlegungen

ohne Belang sind, betrachten wir hier zum besseren Verstéindnis lieber zwei

Beispiele

1. Die einfachsten nicht—trivialen Beispiele sind die projektiven R&dume

Py = G(0,N) = G(1,N +1).

2. G(1,N) = G(2, N + 1) sind die Geraden im projektiven Raum Py. In
diesem Fall kann man die beschreibenden Gleichungen leicht angeben,

wenn man char(k) # 2 voraussetzt, denn fiir w € A2 kN \ {0} gilt
w zerlegbar <—= w A w = 0.

Beweis ,, = ¢ ist klar. Sei daher w € A2&N \ {0} mit wAw =0, d. h.

w= Z arer 720 (0. E. aj2=1)

und

Q120 — Q2 + Q0 = 0fir3<i<j<N.
Wenn wir jetzt

v = (v;) := (1,0, —agg,...,—agN)T

w = (wz) = (0, 1,0[13, ce ,alN)T

11



setzen, ist v A w = w, denn sei Y Brer := v A w, so erhalten wir fiir

P12 =viwz —vawy; =1 =012

B1j = viw; —vjwy = lw; —v;0 = wj = ay; fiir j >3

B2 = vow; —vjwe = Ow;j —v;1 = —v; = g flir j > 3

/Bij = VjWj; — VjW; = —Qi01j T Q201 = Q120G = Qg j
fir 3<i<j<N.

g

Die Gleichung w A w = 0 représentiert (]X ) quadratische Gleichungen,
die die G(n, N) ausschneiden und sogar (zufillig) das homogene Ideal
I(G(2, N)) erzeugen. Der wichtigste Fall ist die Pliicker—-Quadrik @ :=
G(2,4) = G(1,3) = V(X12X34 — X13X04 + X14X23) C Ps, die, wie

eingangs erwdhnt, die Menge aller Geraden im P3 darstellt.

Um ein noch besseres Bild von den Grassmannvarietéiten zu bekommen, ist
es vorteilhaft, sie mit der affinen Standardiiberdeckung des P(A" k) zu

schneiden. Zur Schreibvereinfachung fithren wir dies nur fiir

durch. Dann ist
Y UNGn,N))={M M xn,k)|det My, #0}/~,

wobei My, die Matrix sein soll, die aus den ersten n Zeilen von M

besteht. Fiir eine Matrix M € M(N x n, k) mit det M,y # 0 existiert

1
e}

daBB M - C = (%), d. h. in der Klasse [M] gibt es einen ausgezeichneten

eine eindeutig bestimmte Matrix C' € GL(n, k), ndmlich C' = M{E SO

Reprisentanten, und wir erhalten die Bijektion

12



> v;:{( |7 e xnk)} s Gm,N)NU

— Z a[€[

IC{1,...,
#I=n

S
\_//_\

E\“’

«y = Minor der Zeilen I von

Die Koordinaten von 7% (%) sind also die n x n—Minoren von (E—]\/’[‘), das
ist aber dasselbe, wie die Minoren jeder Gréfle von M und einer 1, ins-
besondere kommen die Matrixeintrage selber als Koordinaten vor ! Sei
m:UNG(n, N) — V die Projektion dieser Koordinaten (Achtung wichtig:

aqi,..ny = 1). Dann gilt:
1. 7 ist die zu 7 inverse Abbildung.

2. 7, m sind regular.

Somit ist M ((N —n) X n, k) = V biregulidr zu G(n, N)NU.

Im Falle k = C gilt sogar:

3. 7, 7 sind stetig.

4. 7 ist immersiv.

Zusammenfassend erhalten wir den

Satz 1.4
Fir k = C ist die Grassmannvarietit G(n,N) eine kompakte Unter-

mannigfaltigkeit des P(\" CV) der Dimension n(N — n).
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Beweis Wegen der obigen Uberlegungen ist nur noch die Kompaktheit zu
zeigen; dies ist jedoch klar, da G(n, N) eine abgeschlossene Menge in dem

kompakten Raum P(A" CV) ist. O

1.2 Inzidenzvarietiten

In der algebraischen Geometrie kommt es héufiger vor, dafl man zu einem
gegebenen Untervektorraum V des kY die Menge der n—dimensionalen Un-
tervektorrdume betrachten muf}, deren Schnitt mit V' die Dimension grofier
oder gleich [ hat, fir [ e N, 0 <[ <n < N. Um diese Mengen wieder mit
den Methoden der algebraischen Geometrie untersuchen zu kénnen, muf

man wissen, daf} sie wiederum Varietéiten sind.
Satz 1.5

S(V)i={ W €G(n,N) | dim(VAW)> 1)
={Pw) eGn,N) | 1 A...ANVgimv-i+1 Aw=0

fir alle vy, ..., vqimv_1+1 € V}

ist eine Varietdt.

Beweis Daf3 ¥;(V') algebraisch ist, ergibt sich, wenn wir uns die Gleichungen
in der unteren Menge beziiglich der Basis
{eil AREEYA ein+dimv—l+1}{i1 ----- intdim V—1+13 {1, N}
11 <i2<...<iptdim V—I4+1
ausgeschrieben denken. Die Polynome, die ¥;(V') aus G(n, N) ausschneiden,

sind dann genau die Koeffizienten der Basisvektoren.

Fiir die Gleichheit der beiden Mengen iiberlegen wir uns, dafl fir W =
P(w) € G(n, N) gilt

14



dim(V W) >1
<~ VYui,...,0qimv-i+1 € V : dim(span{vi, ..., vqimv—i+1} N W) > 1 oder
dimspan{vi, ..., Vqimyv—_i+1} < dimV — 1+ 1

<~ VU, .., 0imv-i+t1 €V 01 A... AVgimv—i+1 Aw = 0.

Eine andere Moglichkeit, den Beweis zu fithren, wére eine Modifikation des

Beweises von Satz 1.7. O

Fiir die Inzidenzvarietéiten soll jetzt auch noch, grob gesprochen, das V

variiert werden. Wir werden das hier in drei Schrittten durchfiihren.

Die einfachste Inzidenzvarietét, der hier untersuchten, ist die Menge der

Paare von Untervektorrdumen des kY, die sich nicht—trivial schneiden.
Satz 1.6

Q(n,n',N) : (V,W) €G(n,N)xG(n/,N) | VW #{0}}

={
={(P(v),P(w)) € G(n,N) x G(n',N) | v Aw =0}

st eine Varietdt.
Beweis analog zum vorherigen Satz g

Beispiel
Q1,2,N) = {(g9,F) € G(1,N) x G(2,N) | gn E # 0} ist die Menge der
Paare von Geraden und Ebenen, bei denen die Gerade die Ebene nicht—

trivial schneidet, dies bedeutet aber, dafl die Gerade in der Ebene liegt.

Wenn wir die gleiche Situation auch im projektiven Raum nachbilden wollen,
so kommen wir mit 2 nicht mehr aus, denn dafiir kime nur (2,3, N + 1)

in Frage, das sind aber — projektiv gesehen — Paare von Geraden und

15



Ebenen, die sich mindestens in einem Punkt schneiden, aber die Gerade

muB nicht notwendig in der Ebene liegen.

Wenden wir uns daher der nichsten Inzidenzvarietiat zu.

Satz 1.7
Die Menge der Paare von Untervektorrdumen, wobei der erste im zweiten
liegt,

F(n,n',N):={(V,W) € G(n,N) x G(n/,N) |V C W}

ist, fiir 0 <n <n' <N, eine Varietit, die Fahnenvariett.

Beweis Diesmal ist der Beweis leider nicht so einfach. Eine algebraische

Version findet man in [E, Satz 1.6], hier soll eine mehr geometrische gegeben

werden.
Sei eq,...,eny die Standardbasis des k", dann sind {er}icq,..~; und
#I=n
{epYrcn..vy Basen des A"kYN bzw. A" kV. Die affinen Standardiiber-
#1'=n'

deckungen des P(A" k) und des P(A™ k) bezeichnen wir mit
Up:=4{Pw) e P(/\nkN) |w= Z arer, ay=1

fiir I C {1,...,N}, #I = n baw.

’
U}, =<{P) e ]P’(/\n EVY | = Z ey, ozi»f, =1
I'C{1,..,N}
#1'=n'

fir ' C {1,...,N}, #I' =n.
Zunéchst soll gezeigt werden, dafl

F(n,n’, N) N (U N G(n, N)) x (U}, N G(n’,N))

16



fiir alle T und I’ Zariski-abgeschlossen in (U N G(n,N)) x (U}, NG(n/, N))
ist. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir dies nur fiir U := Uy |y

und U’ :=U {1 .y durchfithren. Dafiir haben wir die Parametrisierungen

~ {(%;)WGM((N_n)xn,k)} — G, N)NU
> {(ﬁg;)m'eM((N_n')xn',k)} s G, N)NU'

Fiir 7 (%) = P(w) und 7 (%},’ ) = P(«’) erhalten wir die folgende Kette
von Aquivalenzen, wenn by, ...,b, € kY und vy,...,b, € kN die Spalten

» Y/
E E .
von (]\/?) bzw. (ﬁ,’) bezeichnen.

P(w) C P(w')

span{bi,...,b,} C span{b),..., 0}
Vie{l,...,n}: b; € span{b],... b}
Vie{l,...,n}: rang (b b} ... b,) <n/

rrua

Vie{l,...,n} verschwinden alle

(n’ + 1) x (n' +1)—Minoren von (b; b} ... b))

Der letzten der dquivalenten Bedingungen entsprechen n( N ) Polynom-

n’+1
gleichungen in den Eintrigen von M und M’. Diese Eintrige kommen je-
doch wegen oy, = 1 und O/{l,...,n’} = 1 in den aj bzw. o/, vor (vgl.
Betrachtungen vor Satz 1.4), und man erhilt die gesuchten Bedingungen an

die Koordinaten von w und «’.

Daf es reicht zu zeigen, daBf F(n,n’, N)N (UrN G(n, N)) X (U}, NG(n/, N))
in (UyNG(n,N)) x <U}~, ﬂG(n’,N)) abgeschlossen ist fiir alle I und ',
sieht man am einfachsten mit topologischen Argumenten in der Zariski—
Topologie. CF(n,n’,N) N (UyN G(n,N)) X (U;~, ﬂG(n’,N)) ist offen in
(UyNG(n,N)) x (U}, N G(W,N)) (selber offen in G(n, N) x G(n/, N)) und
damit auch in G(n, N) x G(n/, N).
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Als Vereinigung offener Mengen ist

| JCF(n.n', N) N (U3 1 G(n, N)) x (U}, NG, N))
LI
— CF(n,n, N)n | (U3 G(n, N)) x (U}, NG, N))
NG
=CF(n,n’, N) N G(n, N) x G(n', N)
offen in G(n, N) x G(n’, N) , damit ist F(n,n’, N) abgeschlossen, d. h. eine
Varietiit. O

Zum Schluf} soll noch die Menge der Paare von Untervektorriumen unter-
sucht werden, die miteinander einen Schnitt der Dimension mindestens [

haben.

Satz 1.8
U(l,n,n',N)={(V,W) € G(n,N) x G(n',N) | dim(VNW) >}
ist eine Varietdt fir 0 <1 <n,n’ < N.

Beweis Wir betrachten dazu

X:={(V,WV W) VW, VW, V=V}
C F(l,n,N) x F(l,n/,N)
C G(I,N) x G(n,N) x G(I,N) x G(n/,N).

Da X eine Varietéit ist (Satz 1.7), ist auch nach dem Hauptsatz der Elimi-

nationstheorie das Bild von X unter der Projektion
7:G(l,N) x G(n,N) x G(I, N) x G(n', N) — G(n,N) x G(n/,N)

eine Varietiit, und 7(X) ist gerade ¥(l,n,n’, N). O
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Die bisher betrachteten Varietéiten ergeben sich sémtlich als Spezialfille hier-
von, so ist Q(n,n’,N) = U(1,n,n',N), F(n,n’,N) = ¥(n,n,n’,N) und
{VixE(V)=V(,dimV,n, N)N{V} x G(n,N).

Eine erste Anwendung der Inzidenzvarietiten ist die folgende Aussage.

Satz 1.9
Sei X C G(n,N) eine Untervarietit, dann ist die Vereinigung dieser Un-

tervektorrdume

Uy= Uvees

VeX
eine Varietdt.

Beweis Wenn Z :=F(I,n+1,N+1) ={(z,V) |2z € V} C Py x G(n,N)
und 71 bzw. 7o die Projektionen von Z auf Py bzw. G(n, N) bezeichnen, ist
Ux = mi(my (X)) und damit nach dem Hauptsatz der Eliminationstheorie

algebraisch. O

1.3 Eine Dualitit

Im néchsten Kapitel wird es von Interesse sein, den Schnitt zweier Unter-
vektorrdume durch die Vereinigung zweier ,,dualer” Untervektorrdume aus-

driicken zu konnen. Wir definieren dafiir die Abbildung
D: G(n,N) — G(N—n,N)
W — {veCV vt w=0 Ywe W}

Eigentlich wird hier fiir jedes n und N eine andere Abbildung definiert, die
wir jedoch, da Verwechslungen ausgeschlossen sind, alle mit D bezeichnen

wollen.
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Mit Hilfe einfacher linearer Algebra beweist man die folgenden Eigenschaften
von D .
Hilfssatz 1.10

1. D ist wohldefiniert.

2. DoD =id

3. VCW < D) 2DW)

4. FirV e G(n,N) und W € G(n',N) gilt:

(a) VAW = D(D(V) + DW))

(b) V+W =D(D(V)NDW))

Daf sich die Abbildung nicht nur fiir einzelne Untervektorrdume wie
gewiinscht verhilt, sondern sich auch mit den Untervarietéiten der Grass-

mannvarietit vertrigt, ist die Aussage des néchsten Satzes.

Satz 1.11
D:G(\,N) — GWN —\,N) ist ein Isomorphismus von Varietiten.

Insbesondere ist D fiir k = C biholomorph.

Beweis Es reicht die Behauptung lokal zu beweisen, hier wieder nur exem-

plarisch auf den offen Mengen

U=SP| Y arer| €PN\ KY) |ap.m =1

IC{1,...,N}
#I=n
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und

N—n
Vi=dP | Y Bres | €PN\ EY) | Barvy =1
}

JC{1,..., N
#J=N-—n

Wir nutzen die Parametrisierungen

7 {(Ejg)yAeM((N—n)xn,k)} s G, N)NU
7:{(B)|BEMMXHWﬂMM}—% G(N —n,N)NV.

EN—n

Wenn wir jetzt die Abbildung

T:{(E;)MGM((N—n) xn,k)} —>{(Ef_n)|BeM(nx (N—n),k:)}

E, —AT
—
A EN—n

definieren, erhalten wir:

1. T ist ein Isomorphismus.

2. Fiir jede (N — n) x n-Matrix A ist

(r()" (%)= () (%) =4 By (%)

=—A+A=0.

Also ist D }G(\N)QUHGU\/,\’N)HV = 7T =% und, weil 7/, T und 7 Isomor-

phismen sind, ist auch D ‘G(\, N)U—GN -\, N)ny €in Isomorphismus. O
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Kapitel 2

Kurven

Jetzt haben wir geniigend iiber Grassmannvarietiten erfahren, um mit der
Untersuchung der Kurven darin beginnen zu kénnen.

Dafiir sei im weiteren der Grundkoérper k immer gleich C.

Definition

Eine Kurve in der Grassmannvarietdt G(n, N) ist eine holomorphe Abbil-
dung ® : S — G(n, N) von einer Riemannschen Fliche S in die G(n, N).

Insbesondere sprechen wir im Fall G(1, N + 1) = Py von einer Kurve im

projektiven Raum Py .

Vereinbarung

S bezeichne eine Riemannsche Fliche.

Bevor wir uns ganz den Kurven in den Grassmannvarietiten zuwenden, em-
pfiehlt es sich, noch kurz Kurven in projektiven Rdumen zu betrachten, denn
erstens sind die einfachsten Grassmannvarietidten G(1, N+1) = Py projekti-

ve Riume, und zweitens haben wir ja G(n, N) in den P(A\" k) eingebettet.

22



2.1 Kurven in projektiven Ridumen

Hier sind fiir uns zwei Techniken von Bedeutung, das Liften und das Fortset-
zen von holomorphen Abbildungen, dies ermoglicht einerseits spater mit den
Kurven regelrecht zu ,rechnen“, und andererseits wird damit den Kurven

iiber kritische Punkte , hinweggeholfen®.

Wir beginnen mit dem Liften.

Satz 2.1
Sei v : S —> Py eine Kurve und sy ein Punkt in S, dann existiert eine

offene Umgebung U C S von sy und eine holomorphe Abbildung
@:U — CNTI\ {0} mit ¢ =P().

@ heifst Liftung von .

Ist {: U — CNHL\ {0} eine weitere holomorphe Abbildung mit ¢ = P(¢),
so gibt es eine holomorphe Funktion A\ : U — C* mit ZZ = Ap, d. h.

Liftungen sind bis auf einen holomorphen Faktor eindeutiq.

Beweis Sei (U, s) eine Kartenumgebung von sy € S und U sei gleich so
klein gewahlt, dal ¢(U) ganz in eine affine Standardkarte (V,7) des Py

pafit. Ohne Einschrinkung sei

m: V={(xo:x1:...:2N5) EPNy |20 #0} — cN

. . . x X
(xo:x1:...:2N) — (?é?"'?ﬁ)?

dann ist mp nach Definition holomorph. Wenn wir noch die holomorphe

Abbildung
€: cN —  CN*L\ {0}

(3:1,...,:1:]\7) — (1,1’1,...,1‘]\[)
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hintendranhéingen, erhalten wir die gewiinschte Abbildung
@ :=enply : U — CNTI\ {0},

da Plem) =id |y .

Sei nun ¢ : U — CNT1\ {0} eine weitere holomorphe Abbildung mit

» =P(v), d. h. fiir alle s € U gibt es ein Ay € C* mit

¥(s) = (0(s), -, Un(s)) = AsB(s) = As (1, B1(5), ., PN (9))-
Daraus folgt, daB A(s) := As = o(s) holomorph und ¢ = A ist. O

Kommen wir jetzt zum Fortsetzungssatz, in dem eine Abbildung mit Hilfe

von lokalen , beinahe“—Liftungen in einzelnen Punkten fortsetzt wird.

Satz 2.2 (Fortsetzungssatz)

Sei U eine offene Menge von S und X C U eine Menge von isolierten
Punkten . Weiter sei eine holomorphe Abbildung ¢ : U\ X — Py gegeben,
so daf$ zu jedem so € X eine offene Umgebung Us, C U und eine holomorphe
Abbildung P, : Usy — CNTL existiert mit P($s,) = ¢ auf Uy \ X.

Dann lafit sich ¢ eindeutig auf U fortsetzen, d. h. man kann ¢ so in den

Punkten X definieren, daf$ ¢ : U — Py holomorph wird.

Beweis (vgl. [Fi, 5.4], [E, 2.4]) Fiir s € X nehme man die entsprechende
Abbildung @ = @y, : Us, — CN*L. Sei ohne Einschrinkung U, N X =
{so}, somit ist ¢ = (@o, ..., pn) auBerhalb von sy ungleich 0, da dort P(¢)
definiert ist. Wenn [ das Minimum der Nullstellenordnungen der @y, ..., px
in sg bezeichnet, finden wir holomorphe 1;0, .. ,JN : Usy — CN+L mit
Zi(s) = (s — s0)i(s), d. h. (s) = (s — s0)'b(s) mit ¥ (so) # 0. Durch die

Definition ¢(sg) := P(¢(s9)) wird ¢

u,, = P(¢) in Us, holomorph, und wir
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erhalten die gewiinschte Fortsetzung. Die Eindeutigkeit ergibt sich auf den

Karten aus dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen. O

Wir erhalten damit auch gleichzeitig das

Korollar 2.3
Wenn zwei Kurven bis auf isolierte Punkte tibereinstimmen, sind sie iden-

tisch.

2.2 Kurven in den Grassmannvarietiten

Bei einer Kurve in der Grassmannvarietit ® : § — G(n, N) wird jedem
Punkt einer Riemannschen Fliche S ein n—dimensionaler Untervektorraum
des CN zugeordnet, d. h. die punktweisen Untersuchungen konnen mit Hilfe
einfachster linearer Algebra durchgefithrt werden. Es liegt nun nahe, so et-
was wie , holomorph variierende Vektoren“ zu betrachten, also holomorphe
Abbildungen @ : S — CV \ {0} mit @(s) € ®(s) fiir alle s € S. Leider ist
dies nur lokal moglich, denn global gibt es solche Abbildungen i. a. nicht.

Dafiir geeigneter sind die Leitkurven.

Definition
Die Kurve ¢ : S — G(1, N) heifit Leitkurve von ® : S — G(n, N) genau

dann, wenn ¢(s) C ®(s) fiir alle s € S, kurz ¢ C P.
Das obige (@ wire eine globale Liftung von ¢, die es ja i. a. nicht gibt.

Trivialerweise spannen n linear unabhéngige Vektoren einen n—dimensio-
nalen Untervektorraum auf, ein analoges Resultat fiir Leitkurven ist die

folgende Aussage.
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Satz 2.4

Seien o1,...,¢n : S — G(1, N) Kurven, so daf ein so € S existiert mit
dim span{¢1(s0),...,¢n(s0)} = n, dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Kurve ® : S — G(n, N) mit span{p1(s),...,on(s)} C ®(s) fir alle s € S,

wobei die Gleichheit bis auf isolierte Punkte gilt.

Bezeichnung: o1 ® ... ® pp 1=

Wir wollen gleich eine Verallgemeinerung davon beweisen.

Satz 2.5

Seien ®; : S — G(n;,N) fir i € {1,...,1} Kurven mit 0 <
n, < N und n = 2221 n; < N, so daff ein sg € S existiert mit
dim span{®i(sp),...,Pi(s0)} = n, dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Kurve ® : S — G(n, N) mit span{®;(s),...,P;(s)} C ®(s) fiir alle s € S,
wobei die Gleichheit bis auf isolierte Punkte gilt.

Bezeichnung: 1@ ... @ P :=

Wir benétigen fiir den Beweis noch eine Voriiberlegung.

Hilfssatz 2.6
Seien ®; : U —» N CN fiiri € {1,...,1} holomorph, wobei U eine offene

Menge in S ist, dann ist auch d = (fﬂ A 5, :U — A" CVN holomorph.

Beweis DaB die ®; holomorph sind, heiffit per Definition, daf} sie darstellbar

sind als



mit holomorphen «; 7, : U — C. Somit ist auch

&):: Z aleI::E}I/\.../\?{;;

I1c{1,...,N}
#I=n
= E ay nen | AN E Qp g€
I;C{1,...,N} I;c{1,...,.N}
#I1=nq #I=n;
= E E 041711-...-al,jl(eh/\.../\ejl)
I C{1,...,N} ,c{1,..,N}
#I1=nq #I;=n

holomorph, denn die aj entstehen durch Multiplikation und Addition der

Qo J.. O

vt

Beweis von Satz 2.5 Wir wihlen eine offene Uberdeckung (Uj)jes von S,
so daf} erstens die U; zusammenhéngend und ganz in einer Karte enthalten
sind, und zweitens die ®; auf allen U; zu ®; Uj — N CN\ {0} geliftet
werden konnen. Nach dem Hilfssatz ist dann

E’j ::61]/\.../\67 ZUj —)/\n(CN
holomorph. Weiter gilt fiir s € U; nach den Eigenschaften des Dach-
produktes

/(s) =0 < dimspan{®y(s),...,P;(s)} <n,

damit ist

X :={s €S| dimspan{®;(s),...,P;(s)} < n}
—{se€S|3jeJmit s e Uj und & (s) = 0}
:{s€S|Vj€Jmits€Ujist(AISj(s)zo}.

Wir behaupten nun, dafl X isoliert in S ist.
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Wenn X NUj einen Haufungspunkt hat, gilt PJ ‘ xnu; = 0. Nach dem Iden-
titédtssatz fiir holomorphe Funktionen mufl dann schon I =0 sein, und

daher U; C X gelten. Teilen wir jetzt die Menge J auf in

J1 ={j € J | X NUj hat keinen Héufungspunkt} und
JQZJ\le{jEJ|Uj§X};
so kénnen wir die offenen Mengen V; :=

Uj und V3 :=J U; defi-

= jeda
nieren. Da nach Voraussetzung sy € V4 und S zusammenhéngend ist, wiirde
aus V1 N Vo = 0 folgen, dal V5 = 0, also auch Jy = ), und damit die
Behauptung.

Nehmen wir also an, da3 V3 NV # ), d. h. es gibt j; € J; und jo € Js, so
daBB U :=Uj;, NUj, # 0. Wegen U C X gilt ®J1 | =0, und weil U offen ist,

folgt ®" = 0, d. h. U;; € X. Widerspruch!

Nun konstruieren wir das ®. Sei dafiir ®/ := P(®7 u,\x ), da X isoliert ist,
koénnen wir ®7 fortsetzen zu &7 : U; — P(A" CY). Weil ®/(s) € G(n, N)
fir s € U; \ X und G(n, N) algebraisch ist, und damit auch abgeschlossen
in der starken Topologie, gilt ® : U; — G(n, N).
Wir setzen
d(s) := ®I(s) fiir s € U;.
Dies ist wohldefiniert, falls ®J ‘Uijk = ok ‘Uijk fir alle j, k € J ist. Dies
—~ —~k
ist aber klar, denn die Liftungen <I>¢] ’anUk und @; |y;nu, von @; |u;nu;,
unterscheiden sich nach Satz 2.1 nur durch einen ,holomorphen Faktor®
— —k
Ai U;NU, — C* i Z. (I)Z'J ‘Uijk = \P; ‘UjﬁUlw folglich ist
—~j —~j ~k —~k ~k —~k
(I)1j/\.../\q)l] :()\1(1)1 )/\.../\()\Z(I)l ):)\1'...')\1((131 A... NP )
~j ~j ~k —~*
:>P((I)1 /\/\@l ‘U]ﬂUk\X):]P)((Pl /\/\(I)l UjﬁUk\X)

S22 - k
—= J —
® ‘U]’ﬂUk = ‘UjﬁUk

28



Zum Abschlufl miissen wir uns noch zeigen, daffl ®; C ® auch in den fort-
gesetzten Punkten X gilt. Nach Satz 1.7 ist F(n;,n, N) algebraisch, insbe-
sondere also abgeschlossen in der starken Topologie, und da (®;(s), ®(s)) €
F(n;,n,N) fiir alle s € S\ X ist, muf} dies auf ganz S gelten (X isoliert).

Damit haben wir & konstruiert, fiir die Eindeutigkeit sorgt das Korollar
2.3, denn bis auf isolierte Punkte muf}, wie wir oben gesehen haben, aus

Dimensionsgriinden ®(s) = span{®(s),...,P;(s)} gelten. O

Damit ist das Problem, wie man zu n ,,linear unabhéngigen“ Leitkurven eine
Kurve in der G(n, N) findet, die diese umfafit, gelost. Nun zum umgekehrten
Problem — zu einer Kurve in der G(n, N) suche man eine ,Basis“ von

Leitkurven.

Wir wollen hier gleich wieder eine verschérfte Version beweisen.

Satz 2.7

Seien ®: S — G(n,N) und ¥ : S — G(n’, N) Kurven, 0 <n’ <n <N,
mit U C ®. Weiter seien ein sg € S und vq,...,0p_n € CN gegeben mit
D(sg) = span{vi, ..., vp—n, ¥(s0)}.

Dann gibt es Kurven @1,...,¢0n_pn S — G(1,N) mit v; € @;(so) fiir alle

ie{l,....,n—n'} und

P=p1B... P, BV
Fiir ¥ = 0 wird das oben angesprochene Problem gelost, wobei man die
,Basiskurven* noch in einem Punkt vorgeben kann.

Beweis Fiir jedes i € {1,...,n — n'} wiihle man einen Untervektorraum

V; < CN mit
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1. dimV,=N —n+1
2. Vin®(sg) =C - ;.
Dd:S — GW —\,N) ist nach Satz 1.11 holomorph, und nach 2 ist
dimspan{Do([,), PV} = N —o0 = (N —\) +(\ —00) = dim DD +dim DV,
somit kann D& @ DV, gebildet werden, und
¢i :=D(DD S DY) :S — G(oo,N)
ist wiederum holomorph.
Nach Konstruktion ist
span{p1(s0), .-, ©n—n'(50), ¥(s0)} = span{vi,...,v,_pn, U(so)} = P(s0),
also konnen wir
1D ... By ®@¥: 5 — G(n,N)

bilden. Wegen 1, ..., 0,_n, ¥ C ® folgt aus der Eindeutigkeit im vorheri-
gen Satz

Lokal betrachtet ergibt sich das

Korollar 2.8

Voraussetzungen wie oben.

Dann gibt es eine offene Umgebung U von sy und holomorphe Abbildungen
Plsee s Py 2 U — CN mit @i(so) = v; fiiri € {1,...,n —n'} und

fwvl,...,QZ);/ :U — CN, s0 daf firs € U
(I)(S) = Span{ﬁ(‘g)a cee M(S)a %(3)7 LR JT-L//(S>}
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Beweis Nach dem Satz ist
¢:¢1€B"'@§0n—n’@qjv

wobei wir noch fordern kénnen, dafl
®(s0) = span{@1(so), - - - Pn—n(50), ¥(s0)}.
Wenn wir auch noch ¥ so in
V=1 D...00%y

zerlegen, dafl

U(sg) = span{y1(so), ..., Yn (s0)},

erhalten wir

®:¢1@@¢n—n/@wl@®wnl

und

D(sg) = span{p1(s0)s- -+, Pn_n'(80),¥1(80), - -, Y (50)}

Wenn @1,...,0n_n, %, o ,f(;;/ : U — CN'\ {0} die lokalen Liftungen um
sg bezeichnen, sind ¢, ... ’m’%’ . ,1;,;/ die gesuchten Abbildungen,

wobei 951 = \Nipi, A € C*) so daB )\l@(SQ) = V;.

Zum Schlufl miissen wir nur noch U soweit verkleinern, daf§ auf ganz U gilt

GIA o NP AL A <o A by # 0.
O

Nach der Definiton der direkten Summe zweier Kurven ist es naheliegend

zu fragen, wie die Summe zweier Kurven definiert wird.
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Definition der Summe zweier Kurven
Seien & : S — G(n, N) und ¥ : S — G(m, N) zwei Kurven und
k= max dim span{®(s), ¥(s)}.

se€

Fiir ein s € S mit dimspan{®(sp), V(sp)} = k konnen wir ¥ nach Satz
2.7 so in Leitkurven t1,...,¢,, : S — G(1,N) zerlegen, dal neben
U =11 @...H Yy, auch span{1(so), ..., ¥m(s0)} = ¥(sp) gilt. Nach evtl.

Umnumerierung der v; kénnen wir annehmen, dafl
span{®(sp), ¥(s0)} = span{P(so), ¥1(s0), - - -, Yk—n(s0)}-
Wir definieren
P+ =DV D... DYk—p: S — G(k,N).
Fiir die Wohldefiniertheit reicht es nach Korollar 2.3 zu zeigen, dafl
(PDYL D ... B Yg_pn)(s) = span{P(s), ¥(s)}

bis auf isolierte Punkte.

Nach Definition der direkten Summe ist

(@ ® 77[)1 ®...0 ¢kz—n)(5) = span{@(s), ¢1(S)a s a¢k—n(5)}

bis auf isolierte Punkte, insbesondere ist dort
dim span{®(s), ¥1(s), ..., Yp_n(s)} =k = max dim span{®(s), ¥(s)}.
ELS

Da trivialerweise

span{®(s), ¥1(s), ..., Yx—n(s)} C span{®(s), U(s)},
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muf} daher auch

span{®(s), ¥1(s), ..., Yk—n(s)} = span{®(s), ¥(s)}
bis auf isolierte Punkte gelten, damit folgt die Behauptung.

Insbesondere ist auch {s € S| dimspan{®(s), ¥(s)} < k} isoliert.

Wir haben damit bewiesen:

Satz 2.9
Fiir zwei Kurven ® und ¥ in den Grassmannvarietiten ist ® + ¥ die ein-

deutig bestimmte Kurve mit
D (s) + U(s) = span{®(s), ¥(s)} C (® + ¥)(s)

fir alle s € S, bet der die Gleichheit bis auf isolierte Punkte gilt.

Jetzt fehlt nur noch die

Definition des Durchschnitts zweier Kurven
Dies ist mit Hilfe der Dualitéit schnell erledigt. Fiir zwei Kurven ® und ¥
sei

® NV :=D(Do + Do).

Die Dualisierung von Satz 2.9 liefert:

Satz 2.10
Fiir zwei Kurven ® und ¥ in den Grassmannvarietditen ist ® NV die ein-

deutig bestimmte Kurve mit
D(s) N W(s) 2 (@ N W)(s)
fir alle s € S, bei der die Gleichheit bis auf isolierte Punkte gilt.
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Bezeichnung

Fiir eine Kurve ® : S — G(n, N) setzen wir dim ® := n.

Fiir die Summe und den Durchschnitt der Kurven gelten die iiblichen Ei-

genschaften.

Lemma 2.11
1. Fir drei Kurven ®, U und YT gilt:

(a) Wenn ein sg € S ezistiert mit dimspan{®(so), U(so), Y(s0)} =
dim ®(sp) + dim ¥(sg) + dim Y(sg) ist
(PaV)aT=04(TaeY)=00VaTY.

(0) (P+V)+ T =+ (P +7)=0+V+7T

(c) (@NI)NT =dN(TNY)=dNTNT

2. Fiir zwei Kurven ® und U gilt:

(a) D+ V=V

(b) NT =T NP

(c) D&+ Do =D(@®NO)

(d) D&NDe =D(d+6)

(e) PNV =0 = OBV ist definiert und @ +V¥V =0 H U

(f) dim(® N V) + dim(® + ¥) = dim ¢ + dim ¥
Beweis Da bis auf isolierte Punkte
O(s) +¥(s) = (+T)(s) bzw. O(s)NY(s) = (L NWY)(s)

gilt, folgen die Behauptungen mit Hilfe der Eindeutigkeitsaussagen aus den

entsprechenden Regeln fiir Untervektorraume. U
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Wir wollen uns noch iiberlegen, dafl es an den Schnitt und die Summe an-

gepafite Leitkurven von ® und VU gibt.

Lemma 2.12

Seien ® : S — G(n,N) und ¥ : S — G(m,N) zwei Kurven und
l'=n+m—dim(®+ V) =dim(®N V).

Dann existieren pi,...,p1 @14ty -« Pny Vigts -y Um = S — G(1,N), so
dafs

1. 2=p1@.. O DYi+1D... DYy

IS

V=p1®..0nOY1D...OYn
3. PNU=p1 ...
4. P+V=p1®..0 D1 D.. DB 1D...BYy
Beweis Nach Satz 2.7 kénnen wir ® und ¥ zerlegen in
P=(PNV) D1 D...Dpn bzw. UV=(PNV)B Y11 D ... D Y.

Wenn wir noch ® N ¥ zerlegen, erhalten wir 1, 2 und 3. Aus Dimensions-

griinden folgt dann 4. O

Beispiel
Schon ein ganz einfaches Beispiel reicht aus, um zu sehen, was in den iso-
lierten Punkten passiert.

Sei®d: C —  G(1,2) und ¥: C — G(1,2)

5 — span{(i)} 5 —> span{(sf)}.
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Fiir s = 0 ist ®(0) = C- (é), v(0) =C- ((1)) und span{®(0), ¥(0)} = C?,
und damit ® + ¥ = C2, aber

C- (1) firs=
span(o(s), v} = &0 '

C? sonst

erreicht fiir s = 1 nicht die Dimension 2, hier wird bei ® + ¥ vergrofiert.

Beim Schnitt ist es genau umgekehrt:

2o = {( 1)} wa Do) - {( %)}

— D@ + Do =CF
= dNV =D(Dp+DS)=1.

Fiir ®(s) N U(s) gilt jedoch

C- (i) firs=1
O(s)NY(s) =
0 sonst.

Beim Schnitt ® N ¥ wird also in s = 1 verkleinert.

2.3 Das Fundamentallemma

Zum Abschluf} dieses Kapitels stellen wir noch ein fiir das nichste Kapitel
unverzichtbares Lemma bereit. Dieses besagt im wesentlichen, daf}, wenn Lif-
tungen einer Basis von Leitkurven ¢1,..., @, von ® und eine Liftung einer
weiteren Leitkurve ¢ von ® gegeben sind, diese nicht nur punktweise line-
ar abhéngig sind, sondern dafi diese lineare Abhéingigkeit auch holomorph

gemacht werden kann.
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Lemma 2.13
Sei sp € U C S und ﬁ,...,@,&: U — CVN holomorph, so daf

1. 91(8), ..., @n(s) linear unabhingig fir s € U \ {so}

2. (s) € span{@1(s),...,on(s)} firs e U\ {so}.

Dann g¢ibt es eine Umgebung U C U von so und holomorphe Funktionen
1, 0m,B: U —C, B(s) #0 fir s € [7\{30}, so daf auf U gilt
B+ > @i =0.
i=1
Zusatz: Sind sogar p1(s0),...,on(s0) linear unabhingig, so kann f = —1

gewdhlt werden, d. h.
J = Z P
i=1

Beweis
1. Schritt Zeige: Es gibt eine Umgebung U C U von so und vp41,..., VN €

CY mit @1,...,5n, Unt1,...,vN linear unabhiingig auf U \ {s0}.

® = p1 A... A g, hat hochstens eine isolierte Nullstelle bei sg, damit kann
® :=P(d |7\ {50} ) in S0 hinein zu @ : U — G(n, N) fortgesetzt werden. Wir
wihlen jetzt v,11,...,un € CN so, daB span{®(sg),vpi1,-..,0n} = CV.
Nach Satz 2.5 kann dann ® @ P(v,41) @ ... @ P(vy) = CV auf einer zu-
sammenhéngenden Umgebung U C U von so gebildet werden, woraus folgt,
daBl ©1(s),...,n(S),Vnt1,-..,vN linear unabhéingig sind fiir s € U \ X, X

isoliert. Wir verkleinern U soweit, da U N X C {sq}.

2. Schritt Betrachte

As) = ¥(s) p1(5) ... on(S) vnt1 ... oN € M((N + 1) x (N +1).0),
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dann ist det A = 0 und

0
(adj A(s))" = ( ) ,
B(s) ai(s)...an(s)

™
—~
V)
~—
I
|
=
Z
(oW
[}
[
—~~
21
[y
—~~
~—
S
3
—~
N
<
3
+
=
<
=

ai(s) = (~1)V+ det (1(s) Gi(s) - 5m1(5) @ira(s) - Fuls) v - v )

firie {1,...,n},

ai(s) = (1N det ((s) B1(5) - Fuls) Vst -+ 01 i1 o )
firie{n+1,...,N},

damit sind sie auch holomorph. Nach dem 1. Schritt ist 8(s) # 0 fir s €

U\ {s0}.
Nach der Cramerschen Regel gilt

0=det A(s) - Eny1 = A(s) - adj A(s),

also insbesondere

(s n 5 (s N v;
ﬁ(s)(w())“'zai(s)((p())_FZai(5)< )0
0 i=1 0 i=n+1 0

n N
= B+ G+ Y. i =0,

i=1 i=n+1
da span{t(s), §1(s), . .., @n(s)} Nspan{vny1, ..., on} = 0 fiir s € U\ {so},
folgt a1 = ... = ay = 0 auf U \ {so} und damit auch auf ganz U. Wir

erhalten somit die gewiinschte Gleichung

B + Zai@' =0.

i=1
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Fiir den Beweis des Zusatzes sei nun auch ¢1(sp),. .., @n(so) linear unab-

héngig. Wir definieren ! := min{ord,, 3, ords,a1,...,ords,ay}, dann kon-
nen wir 8, ari,..., o, durch (s — sg)’ teilen. Sei dies ohne Einschrinkung
schon geschehen. Mindestens einer der 8(so), a1(So), - . -, an(so) ist also un-

gleich 0, und da ¢1(80),---,Pn(so) linear unabhingig sind, gilt auf jeden
Fall B(sp) # 0, d. h. 8 hat in U keine Nullstelle. Wir kénnen daher durch B

dividieren und erhalten
~ oy

=1
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Kapitel 3

Die Normalform

In diesem Kapitel werden wir die Normalform herleiten, bevor wir diese je-
doch formulieren und beweisen kénnen, miissen wir zwei von einer Kurve ®

abgeleitete Kurven kennenlernen.

3.1 Die Kurven ® + & und & N ¢’

Um eine Kurve weiter untersuchen zu koénnen, versuchen wir ein Maf} dafiir

zu erhalten, wie stark sich der Vektorraum ®(s) bewegt.

Bei einer holomorphen Abbildung @ : U — CV (U zusammenhingendes
Kartengebiet) leistet die Ableitung i—f beziiglich einer Karte (U, s) etwas
Ahnliches, denn es gilt zum Beispiel: i—f =0 <= @ = const. Bei Benut-
zung einer anderen Karte (U,3S) ergibt sich i—g = i—f%, wobei %(u) # 0
fiir alle u € U. Dieser holomorphe Faktor ist fiir uns ohne Interesse, da
wir nur mit Liftungen von Leitkurven arbeiten, die ohnehin nur bis auf

einen holomorphen Faktor eindeutig sind. Wir vereinbaren daher, daf§ ' die

Ableitung nach einer passenden Karte bezeichnet.
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Eine erste naheliegende Idee, etwas dhnlich Aussagekréftiges fiir eine Kurve

¢ : S — G(n,N) zu erhalten, ist die folgende:

Stelle ® lokal als ® = span{gy,...,p,} dar mit p1,...,0, : U — CV
holomorph, und betrachte dann span{p1’, ..., %, }.

Dies fiihrt aber schnell zu Problemen.

Beispiel
Sei & : C — G(n, N) konstant, d. h. & = V = span{vy,...,v,}. Dann

erhalten wir span{v{,...,v},} = 0, was wir auch erreichen wollten.
Wiéhlen wir jetzt andere Leitkurven ®(s) = V' = span{e®vy,...,e%v,}, dann
ist span{(e‘v1)’, ..., (e*v,)'} = span{e’vy,...,e%v,} = V.

Unser Ansatz war also noch nicht einmal wohldefiniert, aber wir erkennen,

dafl

— ! A S S S ! /
V =span{vi,...,vn,v1,...,0,} = span{e’vy,...,e’vy, (e’v1)’, ..., (e°vy)'},
und genau dies werden wir ausnutzen.

Definition von ¢ + @'
Sei @ : S — G(n, N) eine Kurve. Wir werden ®+ @’ zuerst lokal definieren.

Nach Korollar 2.8 gibt es eine offene Uberdeckung (U;);es von S mit

1. Die Uj sind zusammenh&ngend und ganz in einer Kartenumgebung

enthalten.

2. Fiir jedes j € J existieren holomorphe 517, ..., 5,7 : Ui — CV, so

dal ¢ ‘Uj = span{g/é]j, .. .,@j}.

Wir setzen V¢ := span{@1’(s),...,5n7(s),217(s), ..., 5n ()} fiir s € U;

und nehmen uns jeweils ein s; € U; mit dim VSJJ = max,cp,; dim Vi =:n+r;.
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Nach evtl. Umnumerierung ist
Vi = span{@r (s)), . 8’ (5), 317 (1), -, 6,7 (),
und somit ist
X;:={seUj| ﬁj(s)/\.../\@j(s)/\ﬁj'(s)/\.../\g?fjj’(s) =0}

isoliert. Wir kénnen nun (® + ®)J : U; — G(n + 7, N) als die eindeutige
holomorphe Fortsetzung von P(G1Y A ... A Gn? A G A ... A @Tjj’ UNX; )
definieren.

Um (® + ®')(s) := (® + ®')I(s) fiir s € U; setzen zu kénnen, miissen wir
zeigen, daB die (® + )7 auf den Schnitten der U; iibereinstimmen, insbe-
sondere r; = 7, fiir j,k € J. Wir geben dafiir eine von der Auswahl der
@1, -.,Pn unabhingige Darstellung von (® + ®')J auf U; \ X; an, daraus
folgt, da8 (® + ®')7 und (® + ®)* auf (U; NU) \ (X; U Xy) iibereinstimmen

und damit nach Korollar 2.3 auf ganz U; N Uy,
Fir s € U; \ X; gilt

(@ +@)V(3E) ={veC |3&:U — CN holomorph, U C U; offene

Umgebung von 5, mit ¢ € ® und ¢'(5) = v} =: 75
Fiir die Gleichheit sind zwei Inklusionen zu zeigen:

»,C“: Da 73 offensichtlich ein Untervektorraum ist, reicht es zu zeigen, dafl
@i (3), 37 (5) € 75 fir i € {1,...,n}.
Wegen @i/ € @ folgt 3;7//(5) € 75. Um zu zeigen, daB &/ (3) € s,
definieren wir zzij(s) = (s — 8)@i’ (), dann ist Jij € ® und

5(6) = (5-9)57() + 167 (5) = 57 (3).
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,2% Sei v € 73, d. h. es existieren U C Uj und ¢ : U — CN mit ped
und @'(3) = v, also insbesondere @ € span{@i’,..., 5.’ }, somit folgt
nach dem Fundamentallemma , dal ¢ =" | @y mit a : U—C

holomorph (U evtl. verkleinert). Damit ist
v=3(6) =) al®@’ (3) + Y ai3)@ (),
i=1 i=1
da aus Dimensionsgriinden
377'(3) € span{@1’ (3),.... 5 (3), %7 (3), ... &, (3)}
firi e {r; +1,...,n}, folgt
v e span{p? (3), ..., 9’ (3), 817 (3), .., o, ()} = (@ + @)/ (3).
O

Nach Griffiths und Harris ([G/H1]) kann (® 4+ ®')(s) anschaulich als Summe

von ®(s) mit dem ,unendlich-nahen Untervektorraum* gedeutet werden.

Mit dieser Konstruktion konnen wir nun testen, ob eine Kurve konstant ist.

Hilfssatz 3.1
Sei @ : S — G(n, N) eine Kurve, dann gilt

® konstant <— & 4+ ¢’ = P.

Beweis Wenn ® konstant ist, ® = span{vy,...,v,}, kénnen wir vy, ..., v,

als global geliftete Leitkurven betrachten, und wir erhalten

® + @' = span{vy,..., v, V], ..., v} = span{vy,...,v,} = ®.
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Fiir die Umkehrung stellen wir ® lokal als ® = span{¢1, ..., »,} mit holo-
morphen Abbildungen ¢y, ..., o, : U — CV dar, damit ist

S=GIA...AG:U— [\"CV\ {0}
eine Liftung von ®. Das Ableiten ergibt

n
&= "GIA L ANGTNG NG A G
=1

Wegen @;' € ®, also ¢;' = Z?:l ozg ; mit holomorphen ozg U — C U

evtl. verkleinert), gilt

n n
¥="GiA...hemn S odg | Aemin A
=1 j=1
n
:(Za;)ﬁA...A@
i=1

_ (; a;:) 3,

Beziiglich der Standardbasis des A" C¥ ist dies (];Z )fmal die gleiche lineare
Differentialgleichung, somit unterscheiden sich die Lésungen nur um einen
konstanten Faktor. Wir erhalten ® = Bw mit § : U — C holomorph
und w € \"CV, da ® # 0 auf ganz U und & = P(®) : U — G(n, N)
gilt, ist w zerlegbar in w = vy A... Av, € A"CN \ {0}, damit ist @ |y =
P(w) = span{vy,...,v,}, d. h. @ ist lokal konstant. Wenn wir jetzt noch
beriicksichtigen, dal .S zusammenhéngend ist, folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun Kurven im projektiven Raum Py_; = G(1, N) untersuchen.
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Definition

Fiir eine Kurve ¢ : S — G(1, N) definieren wir induktiv

S0(0) o

Sp(k+1) — SO(k) + go(k)' fiir k > 0.
Im Falle dim p®) = k + 1 heiBt ¢*) die k-te assoziierte Kurve von .
Man beachte, daB 3*) fiir eine holomorphe Abbildung & : U — CV die

k—te Ableitung bezeichnet.

Bemerkung

Lokal gilt, falls ¢ : U — C¥ eine Liftung von ¢ ist,

) = span{@, &, &", ..., oW}

bis auf isolierte Punkte.
Wenn wir ¢ als ¢ : § — Py_; auffassen, dann gibt die erste assoziierte

Kurve die Tangente an, die zweite die Schmiegebene, usw.

Wir wissen bereits, dal ¢ genau dann konstant ist, wenn dim ™) = 1.
Man kann an den @) aber sogar ablesen, wie gro der Raum ist, den ¢

durchlauft.

Definition
Sei ¢ : S — G(1, N) eine Kurve, dann heifit span{p(s) | s € S} der von ¢

aufgespannte Raum, und wir setzen d(¢) := dimspan{p(s) | s € S}.

Lemma 3.2

Fiir eine Kurve ¢ : S — G(1, N) gilt
d(¢) = min{k € N | dim ¢® # k +1}.
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Beweis Sei ko := min{k € N | dim ¢® # k + 1}, dann ist

(p(ko) — 9O(ko—l) + go(ko_l)/ — s0(/’40—1)'
Nach dem Hilfssatz 3.1 ist damit @~ = const. =: V. Aus ¢ C pko—1) =
V folgt d(¢) < dim V' = k.

Nehmen wir jetzt an, dafl das Bild von ¢ ganz in einem echten Untervektor-
raum W von V ldge. Wir behaupten, dafl dann auch go(k’) C W fiir alle k € N,
dies ist ein Widerspruch zu dim ¢*0—1 = kq. Sei W = V(FL, ..., FN_dimw),
wobei die F; Linearformen auf dem CV sind. Fiir ein beliebiges s € S wihlen

wir eine lokale Liftung @ : U — C» von ¢ um s, dann ist
Fi(p)=0 Vie{l,...,N —dimW}.
Durch k—faches Ableiten erhalten wir
F@")y=0 Vie{l,...,N —dimW}

— M ew.

Aus 3,8, 3", ...,3%) € W auf U folgt ¢®) |;; C W bis auf isolierte Punkte,
damit gilt es aber auf ganz U, insbesondere p*)(s) C W. Da s beliebig war,
ist also ¥ C W. 0

Als néchstes wollen wir ® N ®' definieren, anschaulich ist (® N ®')(s) —
wieder nach [G/H1] — der Schnitt von ®(s) mit dem ,unendlich-nahen

Untervektorraum®.

Wir kénnten ® N ®’ analog zum Schnitt zweier Kurven als

NI :=D((Ds) + (DD))
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definieren. Dies hat jedoch den Nachteil, dal wir keine Vorstellung davon
haben, wie ® N & mit ® zusammenhingt. Wir withlen daher einen anderen

Weg zur Definition von ® N ®’ und beweisen die obige ,, Definition* als Satz.

Wir zeigen zuerst die lokale Existenz besonders ,,schoner lokaler Leitkurven.

Lemma 3.3
Sei ®: S — G(n,N), sop € S und r := dim(® + ®') — dim P.
Dann existieren eine offene Umgebung U von so und @y, ..., on : U — CN

holomorph, so daf

1. ® =span{p1,...,on} auf U\ {so}
2. Oty on € ®

3. ®+d" =span{@1,...,0n, D1, or v auf U\{so}, insbesondere sind
Pl s Prs Pl ye s Pr linear unabhingig auf U \ {so}.

Beweis Wir stellen ® lokal um sg als ® = span{®y,..., %, } mit holomor-
phen @1,...,%, : U — C¥ dar. Dann hat span{®1,...,%n, @1.-., Pn }
bis auf isolierte Punkte die Dimension n+r. Nach evtl. Umnumerierung und

Verkleinern von U kénnen wir
span{@i(s), .-, Pn(s), @1'(s), -, @n'(s)} =
= span{@i(s), ..., Pn(s), 1 (s), ..., %7 (s)}
und
dim span{®1(s),...,2n(s), 21 (8),..., - (s)} =n+r
fiir alle s € U \ {so} annehmen.
Wir setzen @; := @; fiiri € {1,...,r} und fir i € {r+1,...,n} konstruieren

wir die p; wie folgt:

47



Da @i € span{@1,...,n, o1 ,---,or } auf U \ {so}, gibt es nach dem Fun-
damentallemma o}, ...,a%, B}, ..., 87,7 : U — C holomorph (U evtl. ver-

kleinert), v;(s) # 0 fiir s € U \ {so}, mit

n T
>l + > B +viwd =0.

j=1 j=1
Setze
T .
Gi =Y _ Bl%; + 1
j=1
damit ist

T
& = Y (875 +Blw7 ) +iwn + v
j=1

r

T
= Blei +viw |+ Bles + i
=1 =1

3

.
= =Y g+ > B+ € @
j=1 j=1

Bleibt noch zu zeigen:

Span{ﬁa R {)b\;z} = Span{ﬁa s 7@} auf U \ {80}'

Die Inklusion ,,C“ ist klar nach Definition der ¢;. Fiir die andere Inklusion

bemerken wir, dafl ¢; :=@; fiir i € {1,...,r} und fir i € {r +1,...,n} ist

.
¢%==j£:ﬁg¢%*+’wﬁﬁ
7j=1

.
= P =i — Y _ Bl
=1
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Da 7;(s) #0 fir s e U\ {so}, i € {r +1,...,n}, folgt die Behauptung. O
Das Lemma fiithrt direkt zur

Definition von ® N ¢’
Mit den Bezeichnungen des Lemmas erkliren wir ® N ®’ zuerst lokal als die

holomorphe Fortsetzung von P(@, 41 A ... A op ’U\{so} ), wir erhalten

dNd:U — G(n—r,N).

Um zu zeigen, dafl alle auf diese Weise, fiir beliebige so € .S, erhaltenen
lokalen Kurven zusammenpassen und damit die ganze Kurve

dNd : S — G(n—r,N)

zu bekommen, geben wir eine von den @,41, . . ., p, unabhingige Darstellung

von ® N ® an.

Firse U\ {so} gilt

(@®N®)3E) = {veCV | 3F: U — CN holomorph, U C U offene
Umgebung von sy, mit ¢ € ®, @'(5) € ®(3), ¢(5) = v} =: 05

Wir zeigen die beiden Inklusionen:

,C“ Trivial, da oz ein Untervektorraum ist und @\ﬁ/,...?@' € b =
G (), 5 (5) € D), also Grii(E), ., 5n(3) € 0.

,D% Sei v € o4, d. h. es existiert U Umgebung von 5 (0. E. s ¢ [7),

$:U — C" mit § € ®, F(3) € ®(5) und 3(3) = v, insbesondere ist

@ € span{p1,...,on}
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Nach Fundamentallemma gibt es ag,...,qp, : U—s C, wobei U evtl.

verkleinert wird, so daf}
n
F=> i
i=1
Durch Ableiten erhalten wir
n n
FE) =D @@ + > aE)E ().
i=1 i=1

Da @' (5) € ®(5) sein soll, folgt aus unserer speziellen Wahl der @; (vgl.
Lemma 3.3), dafl «;(5) =0 fiir ¢ € {1,...,7}, also

n

v=3E) = 3 w@@E) € (@nd)E).

i=r+1
O
Lemma 3.4
Fiir eine Kurve ® in einer Grassmannvarietdt gilt
dim(® + @') + dim(® N &’) = 2dim .
Beweis Unmittelbare Konsequenz aus den Definitionen. O

Wir verbinden nun beide Konstruktionen.

Hilfssatz 3.5

Fir eine Kurve ® gilt:
1. (2NP)+ (2NP') Cd
2. dm(@Nd®)+ (2N P)) —dim(®NP) < dim(P + P') — dim P
3 Nyes ©(8) = Nyes(® N &) (s)
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Beweis 1 folgt direkt aus der lokalen Darstellung von ® N @'

Mit einer einfachen Rechnung erhalten wir 2:

dim (B N @) + (& N D)) —dim(@ND) < dim & —dim (SN ') "2 dim @ —
(2dim ® — dim(® + 9')) = dim(® + ') — dim .

Wegen @ O & N &' ist fiir 3 nur die ,,C* Inklusion zu zeigen. Sei v €
Nscs ®(s), dann kann v als konstante global geliftete Leitkurve aufgefafit
werden. Da v = 0 gilt nach der von den Leitkurven unabhiingigen Dar-
stellung von ® N @', dafl v € ® N @’ bis auf isolierte Punkte, damit aber

iiberall.

Nun zum bereits angekiindigten

Satz 3.6

Fiir eine Kurve ® : S — G(n, N) gilt:
1. 2N ® =D ((DD) + (DD)")

2. &+ =D (D) N (D))

Beweis 2 folgt aus 1 durch Ersetzen von ® durch D® und Anwenden von

D.

Wir beweisen die Gleichung 1 durch Rechnen bis auf isolierte Punkte mit
den von den lokalen Leitkurven unabhingigen Darstellungen von ®N®’ bzw.

(D) + (D).

(D) + (D®)’) (5) = {v € C¥ |35 :U — C¥ holomorph, U C S offene
Umgebung von 3, mit ¢ € D& und &' (f) = C}

Durch Dualisieren erhalten wir
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D (Do) +@a)) () ={2 e N | V@ : U — CVholomorph, U C S
offene Umgebung von 5, mit ¢ € D& gilt 37T - {5’(7) =/}

Aus (D®) + (D)’ D D folgt D ((DD) + (D)) C @, und somit

D (Do) +@a)) () = {2 e o) |V : U — CNholomorph, U C S
offene Umgebung von 5, mit ¢ € D& gilt 37T - 95’(7) =1/}

K28t e € | 3¢ : V — CY holomorph, V C S offene Umgebung

von S, mit {bv € o, J(A) = wundV @ : U — C¥ holomorph,
U C V offene Umgebung von s, mit ¢ € D& gilt w(f) ( ) =1}

Da 1 € ® und & € D gilt
VTg=0 = ¢ G+9T -G =0,
insbesondere ist also
VET-EE) =T 56 =0.
Damit kénnen wir weiter folgern
D((De)+ (Pa)) () = {2 e ¢ | 3¢ : V — C holomorph, V C §
offene Umgebung von 3, mit w € P, zp(s) =wund V@ : U — CV holo—

morph, U C V offene Umgebung von s, mit ¢ € D& gilt J’(T)T . &(T) =1}

K28 {fwech |3 ¢ : V. — CN holomorph, V C S offene Umgebung
von §, mit ¢ € &, ¢(3) = w und Vv € DB(J) gilt /()T - T =1}

= {w e CVN |3 ¥ : V. — C" holomorph, V. C S offene Umgebung
von 5, mit ¢ € ®, ¢(3) = w und ¥/ (3) € B(3)}

= (DN D)) 0
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3.2 Die Normalform

Wir beweisen jetzt den Hauptsatz dieser Arbeit (vgl. [G/HL, p. 385]).

Satz 3.7 (Normalform)
Sei @ : S — G(n, N) eine Kurve mit dim(® + @) =n +r.
Dann ezistieren ay,...,a, € N\ {0}, a1 > a2 > ... > a,, | € N mit

Soi_qai +1=n und Leitkurven @1, ...,¢r : S — G(1,N), so dafs
bo e, eV ey,

wobei die cpz(a"_l) die (a; — 1)—ten assoziierten Kurven der p; sind und V ein
I-dimensionaler Untervektorraum von CN ist.
Weiter ist
3+ =\ "ea. @) eV,
(as)

die ¢; " haben dabei die volle Dimension a; + 1.

Bei dieser Darstellung sind aq, . ..,a, und V eindeutig bestimmt und
V=[)2(s)
ses

Beweis Wir zeigen die Existenz der Darstellung durch Induktion nach n.

Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen.

Sei n > 0. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. r=0
Dann ist dim(® + &) = n = dim®. Also ® + &' = &, d. h. ¢ =
const. =V, n=dimV =:[ nach Hilfssatz 3.1.
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2.7r>0
Damit ist dim(® N ®’') = n —r < n. Wir kénnen also die Induktions-

voraussetzung auf ® N @’ anwenden und erhalten

ond =" Vo e Vay,
wobei 7 := dim ((® N ®') + (& N &')) —dim(®N®') und >, @ +1 =
n—r.

Weiter ist noch nach Induktionsvoraussetzung

@N®)+(@Nd) =™ a.. 0™ eV

T

Nach Hilfssatz 3.5 gilt 7 < r und (2N ®') + (2N P') C P.

Wir finden somit nach Satz 2.7 Kurven ¢si1,...,¢0, : S — G(1, N),

so daf3

(I):gogal)EB...@QP;EF)@(P?+1EB...@QOT@V.

Damit folgt die Existenz der Darstellung mit
aj:=a;+1 firie{l,...,7} und

a;:=1 firie{r+1,...,n}
Um die spezielle Form von ®+®’ herzuleiten, bemerken wir, dafl wegen
o = Lpgal_l) ®.. 0 Vpv

auch

o4+ =" 4l 1V

gilt. Da r = dim(® 4+ ®’) — dim ® ist, mufl diese Summe aus Dimen-

sionsgriinden direkt sein.
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Fiir die Eindeutigkeitsaussagen nehmen wir an, dafl eine Darstellung von ¢

mit den oben genannten Eigenschaften gegeben ist. Wir definieren induktiv

(I)(()) =0
(I)(kJrl) = ‘I)(k) N (I)/(k) fiir k € N.

Durch die Auflésung der Rekursion erhalten wir

ouy = Mo e P g,

(a;—1—k)

wobei wir ¢; := 0 setzen, falls a; — 1 — k < 0.

Die Dimensionsbetrachtung dieser Gleichung ergibt
T
dim @y =1+ »  max{0,a; — k}
i=1

- d1m<I>(k) - d1m<I><k+1) = #{Z S {1, R ,’I"} ’ a;—12> ]{}
Somit folgt die Eindeutigkeit der a;.

Unter Ausnutzung von Hilfssatz 3.5.3 resultiert die Eindeutigkeit von V' aus

V=% =)%uw
keN k=1

Nes)=(N2ns)=...= [ m(s) =V =V
SES

seS SES seS
O

Eine schone Anwendung dieses Satzes ist die Klassifikation der Regelfldchen,
d. h. Kurven in der G(2,4) = G(1, 3), die wir im néchsten Abschnitt durch-

fithren werden. Wir notieren hier noch zwei Korollare.

Korollar 3.8
Sei ®: S — G(n+1,N +1) = G(n,N) eine Kurve mit dim(® + ') =
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dim ® + 1, dann ist entweder ® die n—te assoziierte Kurve einer eindeutig
bestimmten Leitkurve ¢ : S — G(1, N + 1) = Py oder ein Kegel, d. h.

dim (), g ®(s) > 1.

Beweis Nach dem Satz ist ® darstellbar als
=" VgV, dmV =1

Falls V # 0 ist, erhalten wir einen Kegel. Fiir V = 0 ist ® = (™. Wir
erinnern wir uns noch kurz an den Beweis des Satzes, daraus geht hervor,
daB in unserem Fall ¢ = ¢(0) = @) und P41y = 0 ist. Damit folgt die
Eindeutigkeit von ¢ . U

Eine weitere Spezialisierung ist

Korollar 3.9
Set®: S — G(N,N+1) =G(N—1, N) eine nicht-konstante Kurve, dann
ist entweder ® die (N — 1)—te assoziierte Kurve einer eindeutig bestimmten

Kurve ¢ : S — G(1, N + 1) = Py oder ein Kegel.

Beweis Da ® nicht konstant ist, folgt N = dim ® < dim(® + &) < N +1,
also dim(® 4+ ®') = dim ® + 1. Somit ist die Behauptung ein Spezialfall des

obigen Korollars. O

Beispiel

Der Beweis fiir die Normalform ist konstruktiv und gibt damit die Moglich-
keit, die Normalform fiir konkret gegebene Kurven auszurechnen. Leider ist
der Rechenaufwand sehr grof.

Deshalb wollen wir hier nur ein einfaches Beispiel betrachten. Die Rechnung

erfolgt ,,bis auf isolierte Punkte®.
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Sei & : C — G(4,6) gegeben durch

®(s) = span{pi(s), pa(s), p3(s), pa(s)}

-1 1 1—s 4s — 2
2—s s—1 —s24+25—2 552 —Ts+4
4s — 52 %2 — 25 —s3 4352 —4s+2 453 — 1252+ 85— 6
= span
6s2 — 53 3 —3s2 —st 4453 —652+6s 4s* — 173+ 1252 — 17s
4s — 2 2 —2s —s3 4+ 352 —45+2 453 — 1252 4+9s—5
4—-2s 25—2 —2s% +4s5—4 8s2 —14s+9
Dann ist

( + ®')(s) = span{P1(s), P2(s), P3(s), Pa(s), 1'(s), 92 (5), 85" (), a'(5)}

—1 1 1—s 4s — 2
25 s—1 —s24+25—2 552 —Ts+4
4s — s2 2 —2s —s3 4+ 352 —4s+2 453 — 1252 +8s— 6
= Span
652 — 53 §3—3s2 —s* 4453 — 652465 4st — 1753 41252 — 17s
ds — s> s2—2s —s3 4352 —4s+2 453 — 1252 +9s — 5
[ 4—25 252 —2s% +4s —4 8s% — 145+ 9
0 0 ~1 4 )
-1 1 —25 42 10s — 7
4—-2s  25—2 —352 +6s—4 125 — 245+ 8
125 — 3s% 352 —6s —4s3 41252 — 125 +6 1653 — 3452 4 245 — 17
4—2s 25 — 2 —35% 4+ 65 — 4 1252 — 24549
-2 2 —4s5 44 165 — 14

Wir finden, daB 51,02, 03, 1, 93, @4 linear unabhiingig sind, und damit
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r = 2. Weiter gilt
—P1+ (=25 +1)g2 — 203 + @1’ =0,
(t—1)@2+ @3+ @2 = 0.

Also ist nach Definition

Pqy = &N P = span{p1, L2}

sowie
Oy + Dy = span{p1, P2, o1, 22}

-1 1 0 0

2—s s—1 -1 1

4s — 52 2 —92s 4 — 2s 28 — 2

= span
652 — 3 2 —3s2 125 —3s%2 352 —6s

4s — 2 2 — 25 4 —2s 258 — 2

4 —2s 25 —2 -2 2
\ 7

Dabei sind 1, @2, p1’ linear unabhingig und
—P1— P2+ o1 + 255 =0,
Also
Diy) = Py N <I>’(1) = span{p; + 205} = span{(1, s, 5%, s°, 5%, 25)T}.

Damit hat ® die Normalform & = (<I>(2))(2) @ 1, wobei ¢ = span{p,} oder

— schoner — v = span{(0, 52,0, s,s 4+ 1,1)T} gewihlt werden kann.

Insgesamt
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®(s) = span

3.3 Regelflichen

Wir wollen jetzt die Normalform nutzen, um die Regelflichen zu klassifi-

zieren (fiir eine Diskussion im reellen Fall vgl. [dC, 3.5]).

Definition
Eine parametrisierte Regelfliche ist eine nicht—konstante Kurve ¢ : § —

G(1,3).

Um die Fliache wirklich sehen zu kénnen, miissen wir die Geraden vereinigen.

Satz 3.10
Sei & : S — G(1,3) eine parametrisierte Regelfliche, wobei S eine kom-
pakte Riemannsche Fldche ist.

Dann ist g := U,cqg ©(s) C P3 eine algebraische Fliche.

Beweis Nach dem Satz von Remmert ist ®(S5) C G(1,3) analytisch. Wenn
wir jetzt den Satz von Chow anwenden, erkennen wir, dal ®(S) sogar al-

gebraisch ist. Somit ist auch (Jg 1= U,eq ®(s) € P3 algebraisch nach Satz

ses
1.9.
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Zur Berechnung der Dimension siche [E, Satz 5.3]. O

Fiir die weitere Untersuchung der Regelfliche @ : S — G(1, 3) vereinbaren

wir, dafl S kompakt ist.

Da ®: S — G(1,3) = G(2,4) nicht konstant ist, gilt dim(® + ') € {3,4}.

e dim(®+ P') =4
Dies ist der nicht—entartete Fall. Hier hat ® nach Satz 3.7 die Nor-
malform ® = ¢ @ g, & + &' = gpgl) @ gogl), wobei 1,2 1 § — P3

Leitkurven sind.

FEin Beispiel ist die Sattelflache:

: P — G(1,3)=G(2,4)
(

to O

t1 O
(to:t1) —— span
0 to

0t1)

\

Dann ist ® + @' auf der Karte ¢ty = 1

1 0 0 O
t1 0 1 O
(® 4 @')(t1) = span ! , also dim(® + @) = 4.
0 1 00
0 t7 0 1

Ein reelles, affines Bild von 4 ist
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e dim(®+ @) =3
In diesem Fall heifit ® abwickelbar. Dies ist dquivalent dazu, dafl die
Tangentialebene in den reguldren Punkten von (g4 entlang jeder Re-

gelgeraden ®(s) konstant ist ([E, Satz 6.5]).
Fiir die Normalform von ® gibt es zwei Moglichkeiten:

Ld=pdp &+ =M ap,
wobei ¢ : § — P3 eine Leitkurve und p € P3 ein Punkt ist.

Ug ist also ein Kegel.
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2. ® =) O4 P =p?)
d. h. ® ist die erste assoziierte Kurve einer Leitkurve ¢ : § — Ps.
Fiir jeden Punkt s € S ist ¢! (s) die projektive Tangente von ¢
an ¢(s), deshalb heifit | J; Tangentenfléche.

62



Wir haben damit gezeigt (vgl. [E, Satz 6.8]):
Satz 3.11

Jede abwickelbare Regelfliche ist die Tangentenfidche einer Kurve oder

emn Kegel.
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