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Einleitung

Thema dieser Arbeit sind abwickelbare Varietéiten, das sind projektive Va-
rietdten, bei denen das Bild der Gauflabbildung von kleinerer Dimension als
die Varietét selber ist.

Ausgangspunkt fiir diese Untersuchungen sind die Artikel ,, Developable Com-
plex Analytic Submanifolds* von Fischer und Wu sowie ,, Algebraic Geometry
and Local Differential Geometry* von Griffiths und Harris. In beiden Artikeln
wird der Hauptsatz iiber abwickelbare Varietdten bewiesen, ndmlich dafl die
allgemeine Faser der Gauflabbildung ein linearer Raum ist. Fischer und Wu
entwickeln dafiir in der Situation von Untermannigfaltigkeiten die Technik
der ,holmets“, eine Art bilinearer komplexer Differentialgeometrie, wahrend
Griffiths und Harris Cartans ,,moving frame“ Methode benutzen. Im Gegen-
satz dazu werden in dieser Arbeit nur klassische algebraische Methoden fiir
den Beweis verwendet. Spéter entdeckte ich noch einen Beweis von Zak [Z2],
der mit Hilfe von dualen Varietéiten gefiihrt wird.

Ebenfalls von Fischer und Wu ist die Aussage, dafl die Singularititen der
GauBabbildung mit den Fasern derselben vertréglich sind. Diese Ausage wird
hier auf vollig neue Weise bewiesen. Ebenso wird die von Griffiths und Har-
ris gegebene Charakterisierung von abwickelbaren Varietédten, bei denen die
Fasern der Gauflabbildung im allgemeinen eindimensional sind, erléutert.

Dariiber hinaus wird eine Methode angeben, mit der abwickelbare Hyper-
flichen konstruiert werden koénnen, und es wird versucht, moglichst viele
weitere Aspekte von abwickelbaren Varietdten zu analysieren. So wird ein
Bertini-Satz iiber den Schnitt von abwickelbaren Varietiten mit allgemei-
nen Hyperebenen bewiesen. Die Analyse der Singularititen zeigt, dal die
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abwickelbaren Varietéten im allgemeinen hochdimensional singular sind, wo-
bei sich die mit den kleinsten Singularititen als Kegel iiber glatten Varietéten
herausstellen. Falls das Bild der Gauflabbildung eindimensional ist, hat es als
Untervarietdt der Grassmannvarietdt eine interessante Eigenschaft, aus der
umgekehrt, falls sie fiir eine eindimensionale Untervarietdt der Grassmann-
varietdt gilt, folgt, dafl diese das Bild einer Gauflabbildung ist.

Schliefflich wird gezeigt, dal Tangentenvarietdten abwickelbar sind, und damit
die Menge der Beispiele weiter vergrofiert.

In den beiden Anhédngen sind die grundlegenden Sétze iiber Grassmannva-
rietdten und rationale Abbildungen aufgefiihrt, die im Text stédndig benutzt
werden.

Mein herzlicher Dank gilt Prof. Gerd Fischer dafiir, dal er mich in diese
Thematik eingefithrt und diese Arbeit betreut hat. Weiter bin ich Prof. Duco
van Straten fiir seine Anregungen und Martin Graf und Frank Loose fiir
Diskusionen zu Dank verpflichtet.
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Kapitel 1

Definition der Abwickelbarkeit
und Beispiele

Um Abwickelbarkeit definieren zu konnen, miissen wir uns zunéchst an
die GauBlabbildung erinnern. Fiir eine projektive, irreduzible Varietdt X C
Py, dim X = n, ist die GauBabbildung

v: X ——=-=G(n,N)
die rationale Abbildung, die induziert wird durch den Morphismus

Xsm — G(n,N)
r +—  T,X,

der den glatten Punkten x € X, deren projektiven Tangentialraum T,X
zuordnet. Daf3 dies wirklich eine rationale Abbildung ist, folgt aus der Dar-
stellung

T,X = D(grad F(§) | F € I(X)) = D(grad F(8), ..., grad Fa\(§)) C Py,

wobei Fi, ..., Fy_, € I[(X) die Gleichungen sind, die X lokal um z ausschnei-
den. (Zur Definition von D siche Anhang A.) Wir haben hier, wie allgemein
iiblich, die Untervektorrdume des CV*! direkt mit den entsprechenden linea-
ren Unterrdumen des Py identifiziert.

Wir kommen zur grundlegenden



Definition 1.1

Fiir eine projektive, irreduzible Varietdt X heifit r := dimIm~y der Rang der
Abwickelbarkeit und d :== dim X — dimIm~y = n — r der Grad der Abwickel-
barkeit.

Falls dimIm vy < dim X, heifit X abwickelbar, sonst nicht abwickelbar.

Beispiele. Historisch gesehen wurden zuerst die abwickelbaren Fliachen im P
untersucht. Und zwar einerseits von Gaul und Monge vom differentialgeome-
trischen Standpunkt aus, denn die Abwickelbarkeit entspricht im Fléchenfall
gerade der Bedingung, dafl die Gaukriimmung identisch null ist; andererseits
aus algebra-geometrischer Sicht von Cayley [C], der an Hand einiger Beispiele
nachrechnete, daf diese Flachen Tangentenflichen oder Kegel sind.

Man erhielt die folgende Klassifikation von abwickelbaren Fléchen in Ps. (Fiir
eine moderne Darstellung siche Ehrhard [E].)
1. Zweidimensionale Ebenen im Py

Dies sind die einzigen, die abwickelbar vom Grad 2 sind.

2. Kegel

Hierbei ist die GauBabbildung konstant entlang der Verbindungsgera-
den von einem beliebigen Punkt zur Kegelspitze.

3. Tangentenflachen

Eine Tangentenflache ist der Zariski-Abschlufl der Vereinigung der Tan-
genten an den glatten Punkten einer Kurve. Die Gauflabbildung ist da-
bei konstant entlang der Tangenten.

Griffiths und Harris waren die ersten, die 1979 versuchten diese Ideen auf
hohere Dimensionen zu verallgemeinern [GH1]. Sie zeigten insbesondere, daf§
die Fasern der Gauflabbildung weiterhin immer lineare Rdume sind. Leider
ist der Artikel nur schwer verstdndlich und zum Teil liickenhaft. Fortgesetzt

wurden diese Studien durch Zak 1987 [Z2] und Fischer und Wu 1995 [FW].

Um Beispiele fiir die hoherdimensionalen Fille zu bekommen, kénnen wir
die Beispiele aus der Dimension 2 verallgemeinern. Zunéchst einmal sind



natiirlich auch hoher dimensionale Kegel abwickelbar. Die Tangentenflachen
lassen sich in zwei Richtungen verallgemeinern.

Einerseits konnen wir statt der Tangenten den [-ten oskulierenden Raum an
die Kurve nehmen, dann erhalten wir Beispiele von Varietéten, die abwickel-
bar vom Rang 1 sind (siche [GH1, 2a] und Abschnitt 11); andererseits konnen
wir Tangentenvarietéiten betrachten. Fiir eine projektive, irreduzible Varietét
X ist die Tangentenvarietit 7(X) definiert als

rX)= |J Tx=J A

€ Xsm A€lm Yy

und hat im allgemeinen die Dimension 2 dim X. Sie ist abwickelbar vom Grad
mindestens 1, und nicht vom Grad mindestens dim X, wie man vielleicht
vermuten wiirde (siche [GH1, 5b] und Abschnitt 13).

Um weitere Beispiele untersuchen zu kénnen, werden wir in Abschnitt 7 eine
Methode von Cayley verallgemeinern, mit der sich abwickelbare Hyperfldchen
von beliebigem Grad und beliebiger Dimension konstruieren lassen.

Zum Abschlufl schauen wir uns noch Varietiaten X C Py an, deren Tangen-
tenvarietat 7(X) degeneriert ist, d.h. dim7(X) < 2dim X. Dann gilt zwar
der

Satz 1.2
Abwickelbare Varietdten haben degenerierte Tangentenvarietditen.

Beweis. Aus 7(X) = U A C Py folgt
A€lm~y
dim7(X) < dim X +dimIm~vy < dim X + dim X = 2dim X. O
Die Umkehrung ist jedoch falsch, wie die Segre-Einbettung von Py x Py C Pg

zeigt, denn Py x Py ist glatt, also nicht abwickelbar, aber dim 7(Py x Py) =7
(siehe [H, 11.26], 7(Py x Py) = o(Py x Py) nach [Z1, 1.4]).



Kapitel 2

Die Tangentialriume der
Grassmannvarietiten

Wir wollen als néchstes das Differential der Gaulabbildung untersuchen und
werden dafiir eine gute Beschreibung der Tangentialrdume der Grassmann-
varietéiten benotigen. Daher werden wir in diesem Abschnitt den bekannten
Isomorphismus

U : ToG(n, N) — Hom(A,CV*/A)
beschreiben, wobei A € G(n, N). (Bei Hom(A, C¥*!/A) wird A natiirlich als
Untervektorraum des C¥*! aufgefafit.)

Sei (eq,...,ey) eine Basis des CN™' mit A = span{eg,...,e,} und zur
Abkiirzung setzen wir M := M((N —n) x (n+ 1),C). Dann ist
¥® - (M7 0) — (G(TL, N)7A)
Ap+1,0 *°° Qniln N N
—— span {eo + > iy y 0+ Y. amel}
i=n-+1 i=n+1
ano ' QANpn

eine lokale Parametrisierung von G(n, N). Damit sind auch die Tangential-

rdume isomorph
a: ToM = M — TAG(n, N).

Und aus der linearen Algebra ist bekannt, dafl die Abbildung
B: Hom(A,CNTL/A) — M

F — F)

(6n+1+A ..... €N+A)(



ein Isomorphismus ist, wobei MEEZHE\) 77777 en+a)(F) die beschreibende Matrix

von F' beziiglich der Basen (e, ..., e,) von A und (e,+1+A,...,exy +A) von
CN+1/A bezeichnet.
Der Isomorphismus ¥ ist dann gegeben durch

U TaG(n, N) 2 M 255 Hom(A, CV*1/A).

Dieser Isomorphismus ¥ ist unabhéngig von der Wahl der Basis (e, ..., ex),
dies folgt daraus, daBl wir noch eine zweite Beschreibung von ¥ haben, die
unabhéngig von der Basis (e, ..., ey) ist, vgl. [H, 16.2].

Lemma 2.1
Sei & : (C,0) — (G(n,N),A) eine holomorphe Kurve und ¢ : (C,0) —
CN*L eine weitere holomorphe Kurve mit ¢ € &, d.h. ((t) € &(t) fir t im
Definitionsbereich von ¢ und §. Dann gilt fir die lineare Abbildung V (£'(0)) €
Hom(A, CN+1/A)

v (£'(0)) (¢(0)) = ¢'(0) + A.

Beweis. Wegen £(0) = A koénnen wir annehmen, daf§ das Bild von £ ganz in
dem Bild der lokalen Parametrisierung ¢ liegt. Es gibt daher eine holomorphe
Abbildung
A: (C,0) — M
t — At)
mit £(t) = ¢ (A(t)), insbesondere &'(0) = dp(0) - A(0) = a(A’(0)). Da ¢ €
E=poAund

N N
po At) :span{eo—l— Z aio(t)ei, ... e, + Z am(t)el}

i=n+1 i=n+1
ist, existieren holomorphe Funktionen pq, ..., u, : (C,0) — C mit
n N
() =Y wi(t) (%’ + ) aij(t)@-) )
=0 i=n+1
und somit
n N n N
C/(O) + A= X:OM;(O) <€j + Z 1&@‘(0)61) + X:OIU](O) < Z , a;](O)el) + A
Jj= i=n-+ Jj= =n-+

n N
=2 > 1(0)a;;(0)e; + A,
=0 i=n+1
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da A(0) = 0 und ¢; € A.
Andererseits ist

a™ (€(0)) = A(0)

MO(O) NO(O) J;] Hj (O)CL;H_U(())
— ol o)-| =0 | = 5

11(0) 11n(0) Zo 1;(0)aly;(0)
j:
N n
= W (£(0)) (¢(0) = B~ (€'(0) (C(0) = Y D w;(0)ai;(0)e; + A
i=n+1 j=0
= ¢'(0) + A. O
Im weiterem werden wir den Isomorphismus als Identifikation betrachten, also
einfach
TAG(n, N) = Hom(A, CN*/A)
schreiben.



Kapitel 3
Die zweite Fundamentalform

Wenn wir unsere bisherige GauBabbildung an einem glatten Punkt = € X,
differenzieren, erhalten wir die Abbildung

dy(z) : T,X — T1,xG(n, N) = Hom(T,X,CV*™/T,X).

Durch das Auftreten sowohl des affinen Tangentialraumes, T, X, als auch des
projektiven Tangentialraumes, T, X, ist diese Abbildung zu unsymmetrisch,
um niitzlich zu sein. Wir starten daher mit dem affinen Kegel X von X und
dessen Gauflabbildung

A~

y: X — == Gn+1,N+1)
Y — Ty)A( fiir y € )/fsm.
Diese unterscheidet sich kaum von der alten, denn offensichtlich ist vy(x) =

T.X = Ty)? =7(y) fir y € o\ {0} und z € Xy, wobei wir wie immer
G(n+1,N + 1) und G(n, N) identifizieren.

Wenn wir jetzt das Differential an einem glatten Punkt y € Xom bilden,
erhalten wir

dJ(y) : Ty X — Ty, xG(n +1,N + 1) = Hom(T, X, C"*'/T,X)

und somit eine bilineare Abbildung, die zweite Fundamentalform an der Stelle

y
I(y): T,X xT,X — CN*T,X

(v,w)  — & (y)(v)(w).



Falls y € € X, dann haben wir mit unseren Identifizierungen

I(y): T,X x T,X — CN*/T,X.

Die zentrale Aussage iiber I ist:

Lemma 3.1
I(y) ist symmetrisch.

Beweis. Sei v,w € Ty)? C CN*1 wir zeigen, daB I(y)(v, w) = L(y)(w,v).
Um in Koordinaten des Tangentialraumes rechnen zu kénnen, bendtigen wir
eine lokale Parametrisierung von X um y

o:  (Cvo)  — (X,y)
s=1(80,-.-,8,) > ®D(s).

Fiir die Bestimmung von Il(y)(v,w) = d5y(y)(v)(w) benutzen wir die zweite
Beschreibung des Isomorphismus’

Ty, 5G(n+1,N + 1) = Hom(T, X,C"*/T, X).

Sei dazu ¢ : (C,0) — (X,y) eine holomorphe Kurve mit ¢(0) = v, dann
gibt es eine holomorphe Abbildung £ : (C,0) — (C"**,0) mit £ = ® o ¢,
insbesondere also

Z 832 Z Uz 831

wobei v; := €(0); die i-te Komponente des Vektor £(0) bezeichnet, der damit
v in der Basis (g—i(O), e %(O)) von Ty)A( ausdriickt.
Weiter brauchen wir noch eine holomorphe Kurve ¢ : (C,0) — (CN*! w)

mit ( Ejol=7o0do E Wegen dieser Bedingung und
) )
~ o ®(s) = span {2—80(5), ce g—%(s)}

gibt es Funktionen puy, ..., p, : (C,0) — C mit

n

=Y nlt) g (€0,



so daf3

1=

wenn wir w; := y;(0) definieren. Dann ist

I(y) (v, w) = dy(y)(v)(w)

~

=(¢'(0)+ T, X
- O “ o PO~ >
— / ! T X
D OG0+ 3 055 010+ Ty
n n 82
1=0 75=0

Dies ist ein symmetrischer Ausdruck in v und w, da 251; (0) = 6325; -(0), und
J J g
damit ist auch I(y) symmetrisch. O

II(y) ist jedoch nicht ganz unabhéngig von der Auswahl y € x \ {0}, denn es
gilt

Hilfssatz 3.2
I(y) = AI(A\y) fir A € C*.

Beweis. Zum Beweis benutzen wir wieder die zweite Beschreibung des Iso-
morphismus’ T, $G(n + 1, N + 1) = Hom(T, X, CN*1/T,X).
Sei ¢ : (C,0) —» (X, y) cine holomorphe Kurve und ¢ : (C,0) —s CN*! ¢ine

weitere mit ( € 7 o £, dann ist

£(0) = X(0) =)y
¢(0) =¢(30)  =¢(0)
£(0) = 2¢'(30) = €(0)
¢'(0) = 3¢'(30) = 1¢'(0)



und

somit ist

I(Ay)(&'(0),¢(0)) = dy(Ay)(£'(0))(¢(0))
= d7(M\y)(€(0))(¢(0))
= (0)+T,X
= L¢(0) + T, X
= 5d7(y)(€'(0))(¢(0))
= 31(y)(€'(0))(¢(0)),
dh. T(\y) = L0(y). O

Bemerkung. Eine Konsequenz daraus ist, dafl
rad I(y) = {v € Ty)? | I(v,w) = 0 fiir alle w € Ty)A(}

unabhéngig von der Auswahl y € =\ {0} ist, man kann also einfach rad II(x)
schreiben.
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Kapitel 4

Berechnung von ker dv

In diesem Abschnitt wollen wir fiir y € )?sm den Kern der linearen Abbildung
d7(y) : T,X — Hom(T,X,CN*'/T,X)

berechnen, dieser stimmt nach dem letztem Abschnitt mit rad I[(y) tiberein.
Aus den Rechnungen ergibt sich, daf3 diese Kerne zu einer rationalen Abbil-
dung

kerdy: X — — = G(d,N)

zufammengefafit werden konnen.
Fiir die Berechnung sei w € Ty)? und ¢ : (C,0) — ()A( ,y) eine holomorphe
Kurve mit £'(0) = w. Dann gilt:

w € ker dy(y)
< ¢'(0) € kerdy(y)
= d3(y)(€(0)) = 0 € Hom(T, X, C¥*/T, )
2L Fir alle Kurven ¢:(C,0) — CN*L mit ¢ € yo & ist '(0) € Ty)?.
<= Fiir alle Kurven ¢ : (C,0) — CN*! mit (grad F)T(£(¢)) - ¢(¢) = 0 fiir
alle F' € I(X) ist auch (grad F)T(£(0)) - ¢/(0) = 0 fiir alle F' € 1(X).

Nun folgt aus

(grad F)T(£(1)) - ¢(t) = 0
durch Ableiten nach ¢, dafl

(grad F)T(£(1)) - ¢'(t) + (Hess F(£(1) - €(1)) - C(t) =0,
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und somit an der Stelle t =0

(grad F)"(£(0)) - ¢'(0) + (€)' (0) - Hess F(£(0)) - ¢(0) = 0,
und wir konnen weiter schlieflen:
<= Fiir alle Kurven ¢ : (C,0) — CN*! mit (grad F)T(£(¢)) - ¢(¢) = 0 fiir
alle F' € I(X) ist auch ¢T(0) - Hess F/(£(0)) - £(0) = 0 fiir alle F € I(X).
> Fir alle v € T, X ist v™ - Hess F(y) - w = 0 fiir alle F € I(X).
Wir erhalten

ker dy(y) = {w e CN*!

(grad F)T(y) - w = v" - Hess F(y) - w = 0
fir alle F € I(X) und v € T, X

— D(grad F (1), CT - Hess F(f) | F € I(X),C € T; X).

Aus dieser Darstellung erkennen wir nochmal, daf8 ker dy(y) = rad I[(y) nicht
von der Auswahl von y € z \ {0} abhéingt, wir werden daher ker dy(x) statt
ker dy(y) schreiben.

Weiter muB fiir allgemeines x € X, die projektive Dimension des Raumes
ker dy(z) gleich d = dim X — dimIm+ sein. Da die GauBlabbildung ratio-
nal ist, ist auch yTHess F' und somit ker dvy rational. Damit ist {z € X, |
dim ker dy(z) > d} Zariski-abgeschlossen in Xg,, und wir definieren die Sin-
gularitdtenmenge der GauBabbildung als den Zariski-Abschlufl dieser Menge
in X

Sing 7y := {z € Xy | dimkerdy(z) > d} C X.
Zusammenfassend erhalten wir

Lemma 4.1
kerdy : X ——>G(d, N) ist eine rationale Abbildung, die fir z € X, \Singy
gegeben st als

ker dy(r) = {w e CNt!

(grad F)T(z) - w =vT - Hess F(x) - w =0
fur alle F € [(X) und v € T, X '

Fiir ein solches x gilt:

ker dvy(x) = rad I(x ﬂ ker I(x ﬂ ker II(x

’UeTz ’UETz

ﬂ ker (dy(x)(v)) .

veT X
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Genauso, wie ein x € X immer im projektiven Tangentialraum T, X enthalten
ist, gilt hier

Lemma 4.2
x € kerdy(z) fir z € X.

Beweis. Wegen der Abgeschlossenheit der Bedingung reicht es, dies fiir die x
aus der offenen Menge Xy, \Sing v zu zeigen, dort folgt es aus der Eulerformel.
Fiir homogenes F' € I(X) C C[ Xy, ..., Xy] ist

N
oF
ZXia_Xi =degF - F.
=0
Einsetzen von x ergibt
N
oF
;xZa—XZ(x) =deg F- F(z) = 0.

Und durch Anwenden der Eulerformel auf % bekommen wir

N O2F oOF

Xjmot = (deg F — 1) - ==
C X0, (deg F'=1) - 5%

=

In Matrizenschreibweise nach Einsetzen von x
Hess F(z) - x = (deg F' — 1) - grad F'(z).
Also ist fir alle v € T, X
v’ - Hess F(z) -2 = (deg F — 1) - v" - grad F(z) = 0.

Da alle Operationen linear waren, gilt v* - Hess F'(z) - = 0 nicht nur fiir
homogene F' € I(X), sondern fiir alle F' € [(X), d.h. x € kerd~y(z). O

Bemerkung. Falls X nicht abwickelbar ist, d.h. d=0, dann ist kerdy die ra-
tionale Abbildung

kerdy: X — — > G(0,N) =Py

und das Lemma sagt, dal « € kerd~y(z) ist, damit mufl x = kerd~y(z) sein,
d.h. ker d ist die Identitét.

13



Kapitel 5

Der Hauptsatz iiber
abwickelbare Varietaten

In diesem Abschnitt beweisen wir die wichtigste geometrische Konsequenz der
Abwickelbarkeit, ndmlich dafl eine abwickelbare Varietét eine Vereinigung von
linearen Rdumen ist. Wir prézisieren den Satz [GH1, (2.10)] von Griffiths
und Harris bzw. den Satz [FW, Theorem 1] von Fischer und Wu, indem
wir zeigen, dafl diese linearen Rdume in der Grassmannvarietéit gerade die
Varietédt Im ker dy bilden.

Satz 5.1
Fiir eine vom Grad d abwickelbare Varietit X C Py gilt:
Umkerdy:= ] A=X
A€lm kerdy

und fir jedes A € Im ker d+ ist fir alle Punkte x € A N X, der Tangential-
raum T, X gleich.
Fiir v € Xy \ Singy gilt

kerdy(z) = (v 'v(2)),

dabei bezeichnet (y~'~y(x)), die irreduzible Komponente von v~ '~y(z), die x
enthdlt.
Falls X abwickelbar ist, d.h. d > 0, ist zusdtzlich fir fast alle v € X

ker dy(z) = 7~ "y(2).
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Beweis. Dafl X C |JIm kerdy ist, folgt aus dem Lemma 4.2.
Fiir die Umkehrung rechnen wir auf dem affinen Kegel X von X. Wir wéhlen
eine lokale Parametrisierung

d: (C™1,0) — (X,y)
s —  P(s)

der Umgebung des Punktes y € )/fsm \ Sm/g\v Nach dem impliziten Funk-
tionensatz angewendet auf die Funktion ¥ o ® konnen wir annehmen, dafl
(C"*tL0) = (C¥10) x (C,0), 7 = n — d, ist, so daB ®((C* 0) x
(Sd1,-- -, 5n)) lokal die Fasern von 7 parametrisiert.
Man sieht, daf§ fiir [ € {0,...,d} in dieser Situation g—i(s) € kerdn(s) ist,
denn 7 o ®(s + Ae;) héngt nicht von A ab und damit

7o ®(s+ Ae;) = const. fiir A € (C,0)

9
B g5(@(s+ ) - (st Ae) =0 fir A€ (C,0)

7
— () 5 (s) =0
= g—i(s) € ker dy(P(s)).

Wir behaupten, da$ fiir s € (C"™,0) und k € N:

) oAl

! 8311 oo 8sik
akJrl(I)

)

33]-831-1 PN 6sik

(s) € ker dy(P(s)) fur dy,...,4, €40,...,d}

(s) € 3(D(s)) = Tow X fiiriy,... i, € {0,...,d}
j€40,...,n}.

Beweis davon mit Induktion:

Im Fall £ = 0ist ¢) das Lemma 4.2 und i) klar. Um die Aussage fiir £+ 1 zu
beweisen, starten wir mit der Induktionsvoraussetzung i) fiir k. Fiir F' € 1(X)
15t akJrl(I)

T
(grad F)" (®(s)) - Ds;0s;, ... 0si,

(s) =0.
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Durch Ableiten nach s; erhalten wir

00 \" 01
(3_51) (s) - Hess F/(®(s)) - I (s)+

(1)

ak+2q>
T d . =Y
(a2 (00) () =0

(2)

Falls I € {0,...,d} und j € {0,...,n} ist, ist 52(s) € ker dy(s) und damit
(1) = 0. Also gilt

(.

oFt2p
T _
(grad )" (®(s)) 0sj0si, ...0s;, 08 (s) =0,

und, da F' € I(X) beliebig war, auch i) fur k + 1.
Sei nun [ € {0,...,n} und j € {0,...,d}, dann ist, wie wir gerade gezeigt
haben, (2) = 0 und somit

o0 \" 1P
((9_.9;) (s) - Hess F(®(s)) - Js,050 - O (s)=0

fir alle [ € {0,...,n} und F € I(X), d.h. i) gilt fiir &+ 1.
Wir betrachten jetzt
v (C™1,0) — (CV*H,y)

s=1(sgy.--,84) — P(so,...,84,0,...,0).

U parametrisiert also lokal um y eine Faser der Gauflabbildung und es gilt
nach dem eben Bewiesenen

ok

m(S) € kerdy(y) fiir £ > 0 und iy,...,4 €{0,...,d},

dann ist nach dem Identitdtssatz Im ¥ C ker dy(y).

Nun hat das Bild von ¥ die Dimension d + 1, daher ist es gleich grofl wie der
Untervektorraum ker d5(y), somit gibt es eine Umgebung U von y mit

kerdJ(y) U =Im¥ NU C X.
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Also liegt eine offene Teilmenge von ker d¥(y) in X, damit aber nach dem
Identitétsssatz der ganze ker d7y(y).

Ingesamt haben wir gezeigt, dafl kerdy(x) C X fiir alle x € X, \ Sing~,
folglich ist A C X fiir alle A € Im ker d~, denn

Im ker dy = {kerdvy(z) | z € Xgn \ Singv}.

Da ¥ lokal um y die Faser der GauBabbildung, 7~ 15(y), parametrisiert, gilt
Im¥NU =757y nU.
Mit der Gleichheit ker dy(y) NU =Im ¥ N U ist
kerdj(y) NU =7"F(y) N U

und daher
kerdi(y) = (7'9)), -

Projektiv gesehen ergibt dies

kerdy(z) = (v 'y(x)),

fir x € Xgn \ Sing .

Also ist der Tangentialraum an X in den Punkten X, N A konstant fiir
A € Im kerd, falls ein z € X, \ Singy existiert mit ker dy(z) = A, aber da
das Konstantsein einer Funktion auf dem linearen Raum eine abgeschlossene
Eigenschaft an die A € Im ker dv ist, muf} dies fiir alle A € Im ker d~ gelten.

SchlieBlich ist fiir d > 1 die allgemeine Faser der Gauflabbildung irreduzibel
(Satz B.2), daher muB in diesem Fall ker dy(z) = v 1y(x) fiir fast alle z € X
sein. U

Bemerkung. Der Zusatz ist auch richtig fiir d = 0, d.h. fiir eine nicht abwickel-
bare Varietét ist die allgemeine Faser von 7 ein Punkt.

Dies kann man mit einem Trick, den wir hier nur skizzieren wollen, aus dem
Fall d = 1 folgern. Dafiir betten wir Py in den Py ein. Sei p € Pyyq \ P,
dann betrachten wir den Kegel K := pX iiber X mit Spitze p. Bei diesem ist
fiir alle z # p aus der Verbindungsgeraden von einem Punkt z € X nach p

der Tangentialraum
T,K = span{p, T, X }.

17



Folglich sind die Bilder der Gaulabbildung von X und K iiber die Abbildung

Imyxy — Im g
A — span{p,A}

isomorph, und fiir A € Im vy gilt fiir die Fasern der beiden Gauabbildungen

vx'(A) =" (span{p, A}) N Py.

Weil die allgemeine Faser von g eine Gerade ist, mufl deshalb die allgemeine
Faser von vx ein Punkt sein.

Wir wollen noch den Spezialfall, dafli X eine Hyperflache ist, ndher unter-
suchen, und aus unserem Ansatz den Satz [FW, Theorem 5] von Fischer und
Wu herleiten.

Satz 5.2
FEine irreduzible Hyperfliche X C Py mit I(X) = (F) ist abwickelbar vom
Rang

max{rank Hess F'(z) — 2} = rank Hess F'(z) — 2

zeX

fiur x € X allgemein.
Beweis. Wir berechnen fiir x € X, \ Sing~y

ker dy(x) = {w c CN+1 (grad F>T () -w=0, v"-Hess F(z)-w =0 }

fir v e T, X

_ e o (gradF)T(x)-w:O,
Hess F(z) - w € C - grad F(z)

={weC" | IneC: Hx)-(}) =0}

Wobei wir zur Abkiirzung

. Hess F' grad F
~\ (grad )T 0

gesetzt haben. Wir behaupten nun, dafl
7 kerH(z) — kerdy(z)
) = w
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ein Isomorphismus ist. 7 ist offensichtlich surjektiv und injektiv, weil aus

0=n(y)=wund (}) € ker H () folgt, daB A - grad F(z) = 0 und somit

A =0 ist. Also gilt
dim Im y = dim X — dimyg ker dy(z) = N — dimker(H(z))
= N — (N 42 — rank H(z)) = rank H(z) — 2
= rank Hess F'(z) — 2.
Die letzte Gleicheit folgt aus der Eulerformel, die — wie im Beweis von Lem-
ma 4.2 gezeigt — ergibt, dafl
(grad F)T(z) -2 =deg F - F(z) =0
Hess F(z) - = (deg F' — 1) - grad F'(x)

ist. Daher ist die letzte Zeile von H () eine Linearkombination der oberen,
also

rank H(z) = ran Hess F(x)  grad F(x)
kH( ) k < (gradF)T(JE) 0 )

 ank ( HessOF (x) gradOF (x) )

= rank Hess F'(z).

Damit haben wir gezeigt, dafl X abwickelbar vom Grad rank Hess F'(z) — 2
fir x € Xy \ Singy ist. Wegen der unteren Halbstetigkeit von rank Hess ()
ist

max{rank Hess F'(z) — 2} = rank Hess F'(z) — 2. O

zeX
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Kapitel 6
Kegel

Die einfachste Klasse von Beispielen von abwickelbaren Varietéten sind die
Kegel. Unter einem Kegel X C Py mit Spitze L C X verstehen wir eine
nicht-lineare Varietét, die einen linearen Raum L enthélt, so daff X fiir zwei
Punkte x € X und p € L auch deren Verbindungsgerade enthélt.

Satz 6.1

Ser X C Py ein irreduzibler Kegel mit Spitze L, dann ist X abwickelbar vom
Grad mindestens dim L + 1.

Genauer ist fir v € X neben x € ker dy(z) auch L C kerd~y(x).

Beweis. Wegen der Abgeschlossenheit der Bedingungen reicht es, sie fiir x €
Xam \ Slngfy zu beweisen. Wir rechnen wieder auf dem affinen Kegel X von
X. Sei L = span{eo, . . edlmL} die Kegelspitze von X d.h. fiir y € X st
auch y + S0 Ne, € X fiir alle \; € C. Weiter sei ® : (C*!,0) —»
(X ,y) eine lokale Parametrisierung um einen glatten Punkt y € Xom \ L
aus dem Definitionsbereich von kerd?y. Dann ist fiir beliebige F' € I(X),
j€{0,....,dimL} und I € {0,...,n}

dim L
F (CI)(S) + > /\iei) =0 firalle \; € C

i=0
2= dim L
== (grad F)T ((P(s) + > )\iei> ce; =0 firalle \; € C
i=0
— (grad F)T(®(s))-¢; =0
o T
=5 (g—i) (s) - Hess F' (®(s)) - e; = 0.
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Da Ty)/(\' = span{gg; (0),...,%(0)} ist, heifft das e; € kerdy(y) nach

Lemma 4.1. Weiter wissen wir schon, daf§ auch y in kerdy(y) liegt, folg-
lich span{eq, ..., €qimr,y} C kerdy(y). Aber y ¢ L, damit ist die projektive
Dimension von ker dy(x) groier oder gleich dim L + 1. O

Kegel kann man leicht an dem Bild ihrer Gauflabbildung erkennen.

Satz 6.2
Fiir eine irreduzible Varietit X C Py sind dquivalent:

i) X ist ein Kegel.
ii) Alle Tangentialrdume schneiden sich in einem linearen Raum L.

Falls dies erfiillt ist, ist L die Kegelspitze.

Beweis. i) = i) : Sei ohne Einschrénkung p = (1:0:...:0) € X ein Punkt
der Kegelspitze von X. Dann ist fir F' € I(X) und y € z \ {0} fiir x € X

F(y+Xeg) =0 fir A e C
(grad F)T(y + Aeg) -eg =0 fiir A € C
(grad F)*(y) - eg = 0,

e

d.h. p € T, X fiir alle x € X. Somit liegt die Kegelspitze im Schnitt aller
Tangentialrdume.
it) = i) : Sei p € L in allen Tangentialrdumen T,X enthalten, ohne Ein-

schrinkung sei wieder p = (1 : 0 : ... : 0), somit ist fir FF € I(X) C
C[XQ,...,XN] U.IldyEX
oF

7, ) = (erad F)'(y) -eo =0,

also 2 — € I(X). Durch Induktion erhalten wir, daf3 g;: € [(X) fir allei € N.

Wir behaupten nun, dafl
F(y+Xep) =0 fiir alle F € [(X),y € X,\ € C.

Wir entwickeln das Polynom F(y + Aey) € C[A] nach Taylor

OF 282 o

(y),
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da

O(F(y+ Xeg)) OF O*(F(y + Ney)) 0O°F

ot T ae =~ axe

(y + Aeg)s - .. .

Nun haben wir aber gerade gezeigt, dafl mit F' € I(X) auch SXIZ € I(X) ist,
0

daraus folgt
oF 0’F

Fly) = 8X0(y): aXog(y)

..=0,

Einsetzen in die Taylorentwicklung ergibt F'(y + Aeg) = 0. Also ist X ein
Kegel, dessen Spitze ey enthalt.
Da p € L beliebig gewéhlt war, ist X ein Kegel, dessen Spitze L enthilt.

Aus dem Beweis der anderen Richtung erhalten wir, dal L die Spitze des
Kegels enthilt, und damit genau die Spitze von X ist. U

22



Kapitel 7

Konstruktion abwickelbarer
Hyperflichen

Wir wollen uns nun Beispielen zuwenden. Da man abwickelbare Varietdten
vom Rang 1 genau kennt (siche Abschnitt 11), interessieren wir uns besonders
fiir Beispiele von hoherem Rang. Da man Hyperflichen wegen Satz 5.2 be-
sonders einfach untersuchen kann, liegt es nahe, solche zu konstruieren. Das
erste solche Beispiel, das kein Kegel ist, gaben Fischer und Wu [FW, 1D].
Weitere Beispielfamilien gibt es von Schlenger [S] und Bourgain [W], dessen
Varietiten zusitzlich noch glatt auf dem CV C P, sind.

Wir wollen hier eine Methode verallgemeinern, die bereits Cayley [C] bekannt
war, der damit abwickelbare Varietdten im P3 konstruiert hat. (Fiir eine mo-
derne Darstellung siehe [BG].)

Den geometrischen Hintergrund bilden die dualen Varietéten.

Fir eine Varietat X C Py ist die duale Varietdt X* definiert als

X'={HePy|Jdore Xy mit T, X CH} CPy

und es gilt der Satz, daff (X*)* = X ist.
Fiir eine Hyperflache X C Py ist die duale Varietét

X ={T, X € Py |z € Xem}

einfach das Bild der Gauflabbildung. Damit ist klar, wie wir abwickelbare
Varietaten konstruieren konnen. Wir starten mit einer irreduziblen Varietét

23



Y C P} und bilden X := Y. Falls X eine Hyperfliche ist, was héufig der Fall
ist, dann ist X abwickelbar vom Rang dimIm~ = dim X* = dim Y. Voraus
zu sagen, wann X = Y eine Hyperflache wird, scheint schwierig zu sein.

Wir konnen noch mehr Information gewinnen, wenn wir uns eine Verscharfung
des Satzes (X*)* = X anschauen. Dafiir benttigen wir zwei Inzidenzvarieté-
ten. Fiir eine Varietdt X C Py sei

CX :={(z,H) € Xen x Py | T.X C H} C Py x Py,

dann gilt natiirlich X* = 7ps (CX), wobei mps : Py x Py, — Py die ka-
nonische Projektion ist. Fiir eine Varietdt ¥ C P}, machen wir die gleiche
Konstruktion nur mit vertauschten Seiten

CY :={(z, H) € Py X Yo | Ty C 2} C P x Py = Py x Py

Satz 7.1
Fiir eine irreduzible Varietat X C Py ist CX irreduzibel und hat die Dimen-
sion N — 1. Weiter gilt

CX =0X".

Beweis. Siehe [H, 15.22-15.25] oder [K]. O

Falls X eine Hyperfliche ist, konnen mit diesem Satz die Fasern der Gauf3-
abbildung von X in den glatten Punkten von X* bestimmt werden; denn fiir
eine Hyperflache ist

CX ={(z,T,X) € Xgm x Py} = Graph,
somit fir H € X7, = (Im7yx)sm
C(CX NPy x {H})
py (CX* NPy x {H})
(

= Tpy {(.I' H) € Py X {H} ‘ TygX* Cl’})
— D(TyX*) C Pyt

vx (H) =mp

24



Falls d := N — 1 — dim X* ist, erhalten wir damit eine rationale Abbildung

v X* ——->  G(d,N)
H s  D(Tux"),

deren Bild Im~y~ gleich Im kerd~y sein muf}, da bei beiden irreduziblen Va-
rietaten fast alle Punkte die Fasern der Gaulabbildung sind.

Es stellt sich jetzt die Frage, wie man konkret C'Y fiir Y C P}, dimY = 7,
durch ein Computeralgebra-System berechnen kann.

Wenn H € Yy, ist, dann gibt es Polynome Fi,..., Fy_,. € I(Y), die Y lokal
um H ausschneiden, und auf einer Zariski-offenen Menge U C Y ist der
Tangentialraum gegeben als

TrY = D(grad Foo(H), ..., grad Fa—_v(H)) fir H e U.

Damit sind alle Hyperebenen, die Ty Y enthalten, darstellbar durch die Glei-
chungen
)\1 : gradFl(H) + ...+ /\N—r : gradFN_,,(H).

Wenn wir dies in der rationalen Abbildung
B: YXPN,T,1 - — > ]P)NX]P)*N
N—r
(H,\) — (]P’( )\i-gradE(H)) ,H)
1

1=

zusammenfassen, dann liegt das Bild von § in der irreduziblen Varietdt C'Y
und stimmt mit dieser fast {iberall iiberein, folglich muf§ bereits Im § = CY
gelten. Da X :=Y* = mp, (CY) = mp,, (Im /3) sein soll, ist X das Bild von

ﬁ/ DY x ]P)N—r—l - — > ]P)N
N—r
(H,\) — IP’(Z )\i-gradFi(H)).

=1

tDie Dualitit D ist in diesem Fall die Abbildung

D:G(N —1—d,(CVNT)*) — G(d, (CNFL)™) = G(d,CN+1)
P(V) —  P(AmnV) =P{we CVT! | we N,y kerv}).

Wenn wir den CV*1 mit dem (CV*1)* durch die Abbildung e; — ¢} identifizieren, geht
diese neue Dualitét in die alte iiber.
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Falls X eine Hyperflache ist, erhalten wir Im ker d+ als das Bild der rationalen
Abbildung

X'=Y —-——--= G(d, N)
H —  span{grad Fy(H),...,grad Fy_.(H)},
wobei d := N — 1 — r ist.
Die Bilder der rationalen Abbildungen kénnen dann mit Hilfe der Techniken

aus [CLO, 3.3] oder [BW, 7.6] durch ein Computeralgebra-System bestimmt
werden.

Um uns jetzt der Methode von Cayley zu ndhern, nehmen wir an, dafl Y C P},
dimY = r, als Bild einer rationalen Abbildung

p:P. ——->Y

gegeben ist. Sei U C P, die offene Menge, wo ¢ definiert und submersiv ist.
Wir definieren dann eine Art ,parametrisierter Version* von CY, ndmlich

CY :={(z,3) € Py x U | Ty)Y Ca} CPy x P, =Py x P,.

Weiter sei X = mp,, (C'Y') und dann gilt offensichtlich auch diesmal X = Y™*.
Fiir s € U ist der Tangentialraum

_ Oy Oy
Ty = span {350 (s),..., D5, (s)} :

dabei ist (%‘3_(3) so zu verstehen, daf§ man ¢ als (N + 1)-Tupel von gleichgra-
digen, homogenen Polynomen schreibt, und diese dann nach s; ableitet. Die
Hyperebenen, die Ty} enthalten, sind z € Py mit

xT~8—“"(s):...:xT-g—i(s):O

= xED(span{?—f(f),...,%(f)}).

Falls X eine Hyperfliache ist, ist die GauBlabbildung konstant fiir diese x, und
wir erhalten diesmal die rationale Abbildung, deren Bild Im ker d+ ist, als

P, ——- G(d,N)
s — D(span{?—}‘j(f),...,%(f)}).
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Weiter erhalten wir, dafl

. 8@
s,

C"Y:{(x,s)EIF’NXU|xT-a—SO(s):...:mT

830 (8):0} QIP)N X]P)T

ist. Dies kann man noch anders schreiben, indem man das bihomogene Poly-
nom

F(x,8) :=a" - ¢(s)

einfithrt, dann ist

oF OF
O,YZ{(:EVS)GPNXU|6$ (1’,8):-.-:05 ($’S):0}'
0 r

Dies kann jetzt wieder mit einem Computeralgebra-System berechnet werden
und natiirlich auch die Projektion X = 7p, (C'Y).

Da wir aber nur an dem Fall interessiert sind, wenn X eine Hyperfliche ist,
konnen wir etwas Arbeit sparen, wenn wir statt C'Y einfach

F F
V(8 0

—_— .. OCY
sy’ ’&sr) -

projizieren, und aus dem Bild die passende Hyperfliche heraussuchen. Dabei
darf die Abbildung ¢ jedoch nicht allzuschlecht sein, denn sonst kann evtl.

e (V (22, ..., 2E) ) = Py sein. Dies kommt aber nur sehr selten vor. Diese
N dsp? ) Osp

Vorgehensweise entspricht dem Verfahren von Cayley, falls Y eindimensional
ist.

Wir wollen jetzt ein solches Beispiel errechnen und es danach analysieren.

Wir wahlen
F = 22Xy + u' Xy + t2u? X, + stu X5 + 32tuX4,

dann ist
?TE = 25t2 X + tu? X5 + 2stuXy

% = 252t X + 2tu’ Xy + su? X5 + suX,

OF — 43X, + 22uXy + 2stuXs + 57X,
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Nun miissen wir

OF OF OF

Y=V —, =, —

< 0s’ Ot Ou

auf den P, projizieren. Dies wird nach [CLO, 8.5] so durchgefiihrt, da§ man
¥ mit der offenen Uberdeckung (P, x U)y, wobei U die Elemente der affinen
Standardiiberdeckungen von Py durchlauft, schneidet, diese Schnitte dann

)QP4XP2

affin projiziert und schliellich alle Stiicke wieder zusammensetzt. Da wir aber
nur an den eins-codimensionalen, nicht-linearen Komponenten der Projektion
interessiert sind, reicht es, wenn wir uns das Ergebnis einer solchen Projektion

anschauen.

Die Dehomogenisierung von %—f, %—IZ, g—f; mit u = 1 ergibt
F, =252 X +t X35 + 25t X,
Ft = 2S2tX0 + 2tX2 + 5X3 + S2X4
Fu = 4X1 + 2t2X2 + 2StX3 + SZtX4.

Dann ist

7TIP4(V(FS>F;£;Fu)) =V ((Fsa Ft7Fu> N C[Xm cee aX4])
= V({(X1G)),

wobei G das irreduzible Polynom
G = 64X, X3 X} +128X2X? X, X? + 80X, X, X, X2X? — X, X X2
+64X3XP —A8XJX2X2 + 12X2X, X5 — X, X§

ist. Dabei wurde (Fy, F}, F,,) N C[X, ..., X4] mit Hilfe von Grébnerbasen be-
rechnet.

Zweifellos ist G die interessantere Komponente, und wir erhalten unsere Hy-
perfliche X = V(G).

Man rechnet nach, da} G die Determinante der Hessematrix von G, aber
nicht alle 4-Minoren teilt, folglich ist der Rang der Hessematrix auf X im
allgemeinen 4, d.h X ist — wie erwartet — abwickelbar vom Rang 2.
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Durch das Losen eines linearen Gleichungssystems erhalten wir die Abbildung

(s:t:u) +— V(%(stuX),at(stuX) 9 (s,t,u, X))
( u4 —’U,2 3\
252 0
= span < 0 , 52 ,
—2stu? —2st
\ 0 2tu )

die die Faserung ker dvy von X parametrisiert.

X ist kein Kegel, denn sonst gélte

ﬂL(S:t:u)#O

s,tu

nach Satz 6.1, es ist aber

L(1:1:0)NLO:1:

(

1 =
(
J M span
\ \ Ve

Die Singularitédten von X lassen sich zerlegen in

= span

o O O = O

oo o o~
N O OO
Il
o

Sing X = V(ax ,...,g—g)
= V(XZX| + Xo X2, X3) UV(4X X, — X2, Xy)U

V(27 X0 X2 + 32X, X2, 32X, X, + X3).

Wir wollen jetzt das Verhéltnis der Geraden L(s : ¢ : u) zu diesen Kompo-
nenten untersuchen.

X1 = V(XgXl + XQXZ, Xg)
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Die allgemeine Gerade L(s : t : u) (genauer fiir stu # 0) schneidet X in
L(s:t:u)NX; = u*: s**: —s*u?: 0: —2tu®) = p(s:t:u).
Man sieht, dafl sich in p(s : t : u) die Geraden L(s :t: u), L(—s : t:u) und
L(s: —t: —u) treffen.
Xg = V(4X0X1 - X%, X4)
Hier ist fiir die allgemeine Gerade L(s : t : u) (genauer tu # 0)
L(s:t:u)NXy=(u: s :0: —2stu?:0) =:p(s:t:u).

Diesmal schneiden sich in p(s : ¢ : u) alle Geraden L(3 : t : u) mit 3¢ = st, d.h.
X enthélt eine eindimensionale Schar von zweidimensionalen Kegeln, deren
Spitzen in X liegen.
In diesem Fall ist der Schnitt von X3 mit einer allgemeinen Gerade L(s : ¢ : u)
(genauer stu # 0) gegeben durch

L(s:t:u)NXs=(—2u":s%?:3s%u” : —8stu’ : 6tu’) =: p(s:t:u).

Diesmal kann aus p(s : ¢t : u) eindeutig (s : ¢ : u) und damit L(s : ¢ : u)
bestimmt werden. Es gibt jedoch eine andere interessante Eigenschaft, und
zwar ist die Gerade L(s : ¢ : u) in dem Tangentialraum Tp(s....) X3 enthalten.

Der Tangentialraum von X3 fiir x € Xj ist

( 27232 1621 \ )
0 16.%0
T, X3 =D | span 3222 |, 0 > |,
54x0x3 213
L 641’2!134 0 )
daher bei p(s : ¢ : u)
([ 65212 2522\ )
0 — 4yt
Tp(s:t:u)XS =D Span 4t2u2 , 0
3stu? —stu?
L\ 4s°tu 0/ )
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Jetzt rechnet man leicht nach, dafl die Gerade L(s : ¢ : u) in dem Tangential-

raum T (5.1, X3 enthalten ist.

Wihrend man wohl Singularitdten wie bei X; erwartet hat, {iberraschen sol-
che wie Xy und Xj vielleicht doch. In Abschnitt 12 werden wir zeigen unter

welchen Bedingungen sie auftreten.
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Kapitel 8

Der Schnittsatz

Wir wollen nun den Schnitt von abwickelbaren Varietéten mit Hyperebenen
untersuchen.

Dafl nur dann eine Aussage moglich ist, wenn man mit allgemeinen Hyper-
ebenen schneidet, ist bereits klar, wenn man sich die projektiven Kegelschnitte
anschaut. So ist der klassische Kegel V(X2 + X7+ X2) C P3 abwickelbar vom
Grad 1, und die meisten seiner Schnitte sind Ellipsen und damit abwickelbar
vom Grad 0, einige sind jedoch eine Gerade oder die Vereinigung von zwei
Geraden, also abwickelbar vom Grad 1.

Trotzdem sollte es natiirlich so sein, daf§ die allgemeine Hyperebene die all-
gemeine Faser der Abwickelung um eine Dimension herunterschneidet.

Satz 8.1

Ist X C Py eine vom Grad d abwickelbare Varietdt der Dimension > 2 und
H C Py eine allgemeine Hyperebene, dann ist X N H abwickelbar vom Grad
max{d — 1,0}.

Genauer gesagt, ist
kerdyxnp: XNH —— > G(d—1,N)
x —  kerdyx(z) N H.
Beweis. Dafl X N H wieder irreduzibel ist, sagt der Satz von Bertini. Wir
brauchen also nur die Aussage iiber den Rang der Gaulabbildung zu bewei-

sen. Dafiir untersuchen wir zuerst den Zusammenhang zwischen der zweiten
Fundamentalform auf X und der auf X N H.
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Lemma 8.2
Sei X C Py eine n-dimensionale irreduzible Varietit, x € Xg, ein glatter
Punkt und H C Py eine Hyperebene, die X transversal in x schneidet, dann
15t
T.XNH)=T,XNH

und falls y € x \ {0}

Ierg(y) : T, (XNH)xT(XNH) — H/T,(XNH)
die Finschrdnkung von

Te(y): T,X x TyX — CVN*1/T, X,

wenn man den kanonischen Isomorphismus

~

H/T(XNH) = cVY1,X
— v+ T, X

v+ Ty(X/ﬁ\H )
als Identifikation betrachtet.

Beweis. Dal X N H glatt in 2 und T, (X N H) = T, X N H ist, gilt nach
Definition des transversalen Schnittes. Damit ist nach dem ersten Isomor-
phiesatz fiir Moduln

H/T(XNH)=H/(T,XnH)~(H+T,X)/T,X =C"*"/T,X.

Wir berechnen nun I~ (y)(v, w) = dyxnu(y)(v)(w) fir v,w € 'Ij\y)A( n H.
Wir benétigen dafiir nach Lemma 2.1 eine Kurve ¢ : (C,0) — (X N H,y)
mit £'(0) = v und eine Kurve ¢ : (C,0) — (H,w) mit ¢ € Jxny o . Dann
ist R

I () (v, w) = dxan (y) (v) (w) = ¢'(0) + (T, X N H).
Aber wir konnen die Kurven auch einfach umdeuten und ¢ als eine Abbil-
dung ¢ : (C,0) — ()A(,y) auffassen. Dann ist wegen Yxny C yx |¢5z auch

( €qx o0&, also
¢ (y)(v,w) = d7x (y)(v)(w) = ¢'(0) + T, X.

Somit ist ¢ (y)(v, w) = Ig=5(y) (v, w) unter dem Isomorphismus. O
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Nun weiter mit dem Beweis des Satzes.

Sei x € Xgm, so daB dimugradI(z) = d + 1 — also minimal — ist und H
eine Hyperebene, die X in x transversal schneidet. Damit schneidet H die
Varietdat X in fast allen Punkten transversal und wir kénnen dort das Lemma
benutzen.

Das Lemma 8.3 im Anschluff an diesen Beweis angewandt auf die von I3 (y),
y € z \ {0}, nach dem Homomorphiesatz (Cy C radIll¢(y)) induzierte sym-
metrische bilineare Abbildung

T,X/Cy x T,X /Cy —s CN+!
besagt nun, daf fiir fast alle H mit y € 1)

rad I (y) = rad I ¢(y) N HDCy

ist, projektiv gedeutet heifit das
rad Ixqy(x) =radlly(x) N H > x.

Falls rad I x (x) # x ist, liegt fiir fast alle H mit « € H ein echter Schnitt vor,
also

dimrad Ixng(z) = max{dimrad Ix(z) — 1,0} = max{d — 1,0}.

(dim steht dabei fiir die projektive Dimension der linearen Réume.)

Damit haben wir gezeigt, dafl rad I xny zumindest in x die richtige Dimen-
sion hat. Wir brauchen jetzt wegen der oberen Halbstetigkeit der Dimension
nur noch dafiir zu argumentieren, dafi die Dimension in fast allen anderen
Punkten nicht kleiner ist, denn dann gilt fiir fast alle alle z € X " H

dimrad Ixng(2) = max{d — 1,0},

d.h. X N H ist abwickelbar vom Grad max{d — 1,0}.

Dort jedoch, wo H die Varietdt X transversal schneidet, also fiir fast alle
ze XNH, ist
rad Ixny(z) Dradlx(z) N H > z,

folglich
dimrad Ixng(z) > max{d — 1,0}.
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Bleibt anzumerken, dafl die Wahl von H allgemein war, da alle Anforderun-
gen an H aufler x € H fiir fast alle H erfiillt werden, und z aus der offenen
Menge Xy, \ Sing v gewéhlt werden kann. O

Lemma 8.3

Seien V und W zwei endlich dimensionale C- oder R- Vektorrdume und [ :
V xV — W eine symmetrische bilineare Abbildung, dann gilt fir einen
allgemeinen, 1-codimensionalen Untervektorraum U C 'V

rad 8 |pxp=rad N U.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall, daf 5 eine Bilinearform ist, d.h. dim W =
1.

Hier miissen wir wieder zwei Fiélle unterscheiden und zwar, ob [ degeneriert
ist oder nicht. Wir starten mit § nicht degeneriert:

Die erste Behauptung ist, dal die Menge

M:={veV|pvuv)#£0}CV

offen und nicht leer ist. Die Offenheit folgt aus M := (8o A)"K \ {0}),
wobei AV — V x V| v+ (v,v) die Diagonalabbildung ist. M ist auch

nicht leer, denn wegen [ # 0 existieren vy, vy € V mit B(vy,v2) # 0 und wir
haben

B(v1 + va, v1 + v2) = B(v1,v1) + 26(v1, v2) + B(va, v2),

somit ist mindestens eins der §(v;4uvy, v1+v9), 5(v1, v1) oder B(vy, v9) ungleich
null.

Nun sind alle U der Form
U=u":=kerB(u,_) mit u € M

eine allgemeine Wahl fiir U, denn § induziert, da es nicht degeneriert ist, den
Isomorphismus V' — Hom(V,K), v — S(v,_), damit ist

P(V) = P(Hom(V, K)) = G(dimV — 1, V)

und P(M) ist eine offene Menge in P(V').
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Wir behaupten, daf fiir alle solche U der Satz gilt, d.h.

rad 8 |yxu= 0.

Sei dafiir v € rad 8 |yxv, dann ist (v, U) = 0, andererseits ist f(v,u) = 0
nach Definition von U, und somit

/B(U,U—FKU):B(U,V):O,
dh.v €rad8 = 0. Dabeiist U+K-u =V, dau € M und daher u ¢ ut = U.

Wenn 3 degeneriert ist, ist die Wahl von U noch einfacher. Zu einen u €
rad £\ {0} nehmen wir ein beliebiges U € G(dimV —1,V) mit V = K-ua®U.
Wir miissen zeigen, dafl

rad 5 |yxp=rad g N U.

Die ,, O “ Inklusion ist offensichtlich. Sei daher v € rad 8 |yxy, dann ist
B(v,U) = 0 und wegen u € rad § auch f(v,u) = 0, insgesamt

5(UaU+KU) :5<U,V) :Oa
also v € ker 3.

Der allgemeine Fall, wo die Dimension von W beliebig ist, folgt nun aus
dem Spezialfall dim W = 1. Wir wihlen einen Isomorphismus W = KdmW,
bezeichnen die Projektionen von W auf die i-te Komponente mit 7; : W —
K und definieren f3; := m; o 8. Dann ist fiir alle U

dim W dim W
rad 8 = m rad 8; und radf |yxp= ﬂ rad 5; |uxu -

i=1 =1

Nun gilt nach dem oben bewiesenen Fall fiir fast alle U, daf3
rad B; luxy=rad ; N U fur alle i,

somit ist
dim W dim W

rad 8 [yxp= (] radf; [vxo= (] (rad N U) =rad BN U. O

i=1 i=1

Ebenfalls mit einem allgemeinen transversalen Schnitt beweisen wir einen
technischen Satz, der die Existenz von lokalen Parametrisierungen sichert,
die an die Fasern der Gauflabbildung angepaft sind.
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Satz 8.4

Sei X C Py eine n-dimensionale Varietit, die abwickelbar vom Grad d ist.
Dann existiert fiir y € )Afsm \ SEg\X eine lokale Parametrisierung ® von X
um y der Form

O: (C,0) x (CHep) —  (X,y)

d
(s,1) —> Ztigi(s),

wobei r:=n —d und g; : (C",0) — X,
Fiir diese gilt weiter:
i) Die Gauflabbildung 7 : X - — = G(n + 1, N + 1) ist konstant auf
(s, (CH1L eg)) fiir s fest.

i) Tauo® = span {e:(5). 22(5) | 1 € {0......d}.j € {L....1}}
fiir s € (C",0) und t € (CH1 ¢y).
) span{gi(s), g—i;(s) |ie€{0,...,d},j € {1,...,7"}}
_ span{gi(s), Si(s) i€ {0,....d},je{L,... ,r}} fiir s € (T, 0).

iv) kerdy(®(s,t)) = span{oi(s) | i € {0,...,d}} firs € (C",0) und t €
(CdJrl,eo).

Nehmen wir umgekehrt an, daff es zu einer irreduziblen Varietit X einen
Punkt y € X mit einer lokalen Parametrisierung ® von X der Form

P (C,0)x (CH'e) —  (X,y)
d

(s,1) — ZtiQi(S)

gibt, dann sind die Bedingungen i) — iii) dquivalent und aus ihnen folgt, dafs
X abwickelbar vom Grad mindestens d ist. Gilt iv), so folgen i) —iii) und X
ist abwickelbar vom Grad genau d.

Beweis. Sei x = P(y). Wir wéhlen einen d-codimensionalen linearen Raum
L C Py so, dafl er sowohl X als auch kerdy(z) in x transversal schneidet.
Dann ist z € X N L glatt und es gibt eine lokale Parametrisierung

U (C7,0) — (XN L,z)
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der r = n — d dimensionalen Varietdt X N L in der Umgebung von x. Da x im
Definitionsbereich von ker d+ liegt, erhalten wir eine holomorphe Abbildung

ker dyxnz o W : (C7,0) — G(d, N) C P (/\dHCN“) ,
daher gibt es wie im Anhang A erliutert oo, ..., 04 : (C",0) — C¥+1 mit

ker dyxnz o W(s) =P(0o(s) A ... A 0a(s))-

Wenn ¥ : (C",0) — CN*! eine Liftung von ¥ ist, d.h eine holomorphe
Abbildung mit P(V) = ¥, dann wissen wir nach Lemma 4.2, daf§

U(s) € ker dyx = span{go(s), ..., 04(s)} C X,
und konnen nach Basisaustauschsatz annehmen, dafl U = 0p ist.
Wir definieren ® als

O (C,0) x (CHeg) —  (X,y)

(s,t) — izd;)tigi(s).

Dann ist

40(0, ¢0) = (g—ii’(ox'..,g—ij(m,g@(ox . .,gd<0>) .

Diese Matrix hat vollen Rang, denn erstens sind wegen

1,80 L) = span {n(0), 5201 520

die Vektoren gy(0), %(0), . g—g‘:(O) linear unabhéingig und in L enthalten,
zweitens sind auch die Vektoren gy(0),. .., 04(0) linear unabhéngig und es
gilt span{go(0),...,04(0)} N L = C - go(0). Damit ist ¢ eine lokale Parame-

trisierung.

Nach Definition von ® und dem Hauptsatz liegt Im ®(s,-) C kerdyx o ¥(s)
fiir festes s in einer Faser der Gaulabbildung von X. Also ist fiir s € (C",0)
und t € (C*, e)

Ta(se) X = Tq)(s,t))?-
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Mit

folgt

051 " Os,
= T@(s,eo))? = T<I>(s,t)5€

- 3@ 892
= span Zt@sl Zt (s),...,04(s)

fir t € (Cd+1, ep)

span { S2(6) o 506 u(s) )}

0 0
<= span {8_5(1)(8)’ e 8—3?(3), 00(8),-- -, Qd(S)}

d d
0 a 00;
= span { E t; 851 E t; 85 (s),00(8),...,0a(s) | te (CdH, eo)}

1=0

:span{%(s),gi(sﬂie {0,...,d},j € {1,...,r}}.

J

Sei jetzt X eine beliebige irreduzible Varietét, fiir die eine solche Parametri-
sierung ¢ gegeben ist. Daf die Bedingungen 7) und éii) d4quivalent sind, haben
wir bereits oben gezeigt. Die Aquivalenz von i) und ii) folgt aus To(se,) =
span{o;, 22 (s)}. Nun sieht man z.B. aus 7), daf§ die GauBabbildung von X
mindestensf d-dimensionale Fasern hat, damit ist X abwickelbar vom Grad
mindestens d. Die Bedingung iv) besagt insbesondere, dafi dim ker dy(x) =
d fir fast alle Punkte x € X, somit ist X abwickelbar vom Grad d und
nach dem Hauptsatz ist die GauBabbildung konstant entlang ®(s, (C***,0)) C
ker dy(®(s,t)) fir s fest. O

Aus dieser Parametrisierung von X ergibt sich auch gleich eine fiir Im ker d~.
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Korollar 8.5
Sei O(s,t) = Z?:o tioi(s) die lokale Parametrisierung aus dem vorangegan-
genen Satz mit den Eigenschaften i) — iv) und A = ker d5(y), dann ist

v: (C,0) — (Im kerd~, A)
s > Ploo(s) Ao Aoals))

eine lokale Parametrisierung von Im ker d-y.

Beweis. Daf} die Abbildung wohldefiniert ist, besagt iv). Da beide Rédume die
gleiche Dimension haben, brauchen wir nur zu zeigen, dafl

dU(0) : C" — Tx(Im kerdy) C TyG(d, N) = Hom(A, (CNH/A)

injektiv ist, d.h. die linearen Abbildungen

0

fj == d¥(0) <—) € Hom(A,CN*1/A)
asj

miissen linear unabhéngig sein. Es gilt aber viel stiarker, dafl bereits die

fi(00(0)) linear unabhéngig sind.

Um das zu beweisen, berechnen wir zuerst mit Hilfe von Lemma 2.1 die

fi(00(0)). Da
Qo(o,...,(),Sj,O,...,O) € \I/(O,...,O,sj,O,...,O)

ist, konnen wir diese beiden Kurven als die fiir das Lemma benotigten Kurven
benutzen und erhalten

Fy(e0(0)) = dw(0) (i) (26(0))

3sj
~ Joo
= s, (0) +A
0
S

Weil nach i) 09(0), ..., 04(0), %(0), cee g—g‘:(O) linear unabhéngig sind, sind

auch die f1(g0(0)),..., fr(00(0)) linear unabhéngig. O
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Kapitel 9

Grofle der Singularititen von
abwickelbaren Varietiaten

Unsere bisherigen Beispiele von nicht-linearen, abwickelbaren Varietéiten wa-
ren alle singulédr. Damit stellt sich natiirlich die Frage, ob es auch glatte gibt.
Dies ist nicht der Fall, wie Griffiths und Harris mit ihrem Satz [GH1, (2.29)]
feststellen. Wir wollen hier eine Abschétzung iiber die GroBle der Singulari-
taten geben.

Satz 9.1
Sei X C Py eine vom Grad d abwickelbare Varietdt, die kein linearer Raum
ist. Weiter sei A € Im kerdy C G(d, N) eine der Fasern der Abwicklung,
dann gilt

d—1 < dim(ANSing X) <d.

Insbesondere ist
dim Sing X > d — 1.

Beweis. Wir geben zuerst einen Beweis fiir den Fall, dal X eine Hyperfliache
ist, da dieser sehr anschaulich ist, danach beweisen wir den allgemeinen Fall
ohne auf den Hyperflichenfall zuriickzugreifen.

Sei also X eine Hyperfliche, I(X) = (F) C C[Xy,...,Xn], und A €
Im kerd~. Wir diirfen annehmen, da A ¢ Sing X ist, und einen Punkt
Yy E A \ Sl/ng\X wahlen. Sei (vg, ..., vq) eine Basis von A. Da TZ)? = Ty)? fiir

41



alle z € A\ Si/ng\X, gibt es eine Funktion A(ty,...,ts) mit
d
grad F’ (Z tim) = Ato, ..., tq) - grad F(y)
i=0

fuir alle to, R ,td € C mit Z?:O tﬂ)i € K \ S?l?}/

Damit mufl
or [ & OF d
X (zg(] tivi) IxXn (zgﬂ tivi)

M) = Ty T 2y

sein, und wenn wir \ so auf ganz C?*! definieren, mufl nach dem Identititssatz
die Gleichung

d
grad F (Z tivi> = Ato, ..., tq) - grad F(y)

=0

fiir alle ¢ € C?*! gelten. Wir schlieBen weiter

d

=0

d

< Ao, ..., tq) - grad F(y) = grad F’ (Z tivi> =0
i=0

<= \(t) =0,

d.h.
ANSing X =V(\) CA.
Also ist d — 1 < dim (A N Sing X') < d.

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu, wenn X nicht notwendig eine
Hyperfliache ist. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen also an,
daB es eine vom Grad d abwickelbare Varietdt und ein A € Im ker dv gibt, so
daB

[:=dim(ANSing X) <d—1.

Wenn wir X mit einem allgemeinen (I 4+ 1)-codimensional linearen Raum L
schneiden, ist nach dem Schnittsatz und Bertinis Satz X N L abwickelbar vom
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Grad d — (I+1) > 1 und X N L glatt entlang A N L. Wir kénnen also ohne
Einschrankung annehmen, dafl von Anfang an X glatt entlang A war.

Wir wollen nun einen Satz von Zak [Z1, 1.4] benutzen und fithren dafiir fol-
gende Bezeichnungen ein. Unter zu Hilfenahme der Varietét

SUA, X) :=={(x,9,2) €A x (X \A) x Py | 2 € Gerade durch x und y}
C Ax X xPy

und der kanonischen Projektion 7 : A x X x Py — Py definieren wir die
Sekantenvarietdt von X entlang A als

S(A, X) :=7(S%(A, X)) C Py
und die Varietéit der projektiven Tangentensterne an X entlang A als
T'(A, X) := 7(SY(A, X) N A x A x Py).
Dabei ist T'(z, X') der Tangentenstern an X in x und es gilt natiirlich
T'(AX) = JT(z X).
zeA

Zaks Satz besagt nun, dafl entweder
dmT' (A, X)=d+n und dimS(A, X)=d+n+1
oder
T'(A, X) = S(A, X).

Nun ist in unserem Fall X glatt entlang A, daher stimmen dort die projektiven
Tangentensterne mit dem Zariski-Tangentialraum iiberein, d.h.

T(AX)=|JT(X)=JT.X =T, X fiir 2 € A beliebig.

zEA zEA
Die letzte Gleichheit gilt, da A in einer Faser der GauBabbildung enthalten
ist. Damit ist
dimT'(A, X) =n
und andererseits ist auch

T,X = T'(A, X) #S(A, X) D X,

da X € T, X, denn X ist nicht linear. Wir erhalten den gewiinschten Wider-
spruch zu Zaks Satz. O
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Korollar 9.2
Die einzigen glatten, abwickelbaren Varietdten sind lineare Rdume.

Bemerkung. Nach oben gibt es nur die gewohnliche Abschétzung
Sing X < dim X — 1,

denn fiir jeden Kegel iiber einer Varietit, die Singularititen der Kodimension
eins besitzt, gilt die Gleichheit.

Die Varietéten, bei denen die Dimension der Singularitdten minimal ist, kann
man genau angeben.

Korollar 9.3

FEine vom Grad d > 1 abwickelbare Varietit X mit dimSing X = d — 1 st
ein Kegel iber einer (n — d)-dimensionalen glatten Varietdt mit dem (d —1)-
dimensionalen linearen Raum Sing X als Spitze.

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir B := Im kerd~. Mit X ist auch B als Bild
einer rationalen Abbildung irreduzibel. Sei

Sing X =5U...US,US,;1U...US;

die Zerlegung von Sing X in irreduzible Komponenten, so dal dim S; =d — 1
fir i € {1,...,m} und dimS; < d —1firi € {m+1,...,1}. Wir definieren
fir i € {1,...,m} die Varietéten (sieche A.3)

B;:=%(S;))NnB={A e B|S; CA}
Da nach dem Satz und dimSing X =d — 1
dim(ANSing X) =d—1

fiir alle A € B ist, muB} jedes A mindestens eine der Komponenten 51, ..., S,
enthalten, folglich ist
B=ByU...UB,,.

Da B irreduzibel ist, ist B = B; fiir j € {1,...,m} geeignet, d.h. alle A €
B C G(d,N) enthalten S; und damit auch L = span{S;}, den kleinsten
linearen Raum, der S; enthélt.
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Wir konnen jetzt schlielen, dafl X ein Kegel mit Spitze L ist, denn fiir x € X
existiert ein A € B mit x € A, damit sind auch wegen L C A alle Verbin-
dungsgeraden von = zu L in A C X enthalten.

Wir wissen bereits, dal d — 1 = dim S; < dim L, wére dim L > d, dann wire
X nach Satz 6.1 abwickelbar vom Grad > d, also ist dim L =d — 1.

Sei Z der Schnitt von X mit einem allgemeinen d-codimensionalen linearen
Raum, der L nicht schneidet, dann ist X der Kegel von Z iiber L. Z ist
glatt, denn wére z € Sing Z ein singulérer Punkt von Z, dann wire der ganze
d-dimensionale lineare Raum P(span{z, L}) C Sing X. Ein Widerspruch zu
dimSing X =d — 1.

Da Z glatt ist, kann bei dem Kegel X dariiber nur die Kegelspitze L singulér
sein, daher ist Sing X = L. U
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Kapitel 10

Singularititen der
Gauflabbildung

Wir wollen hier die Singularititen der Gauflabbildung
Singy = {z € Xy | dimpoj kerdy(z) > d} C X

einer vom Grad d abwickelbaren Varietat X C Py untersuchen.

Fiir eine Hyperfliche X, I(X) = (F), ist Sing~ sehr einfach auszurechnen,
denn da in den glatten Punkten x € X,

dim ker dy(x) = dim ker Hess F'(z)
gilt, folgt
Singy = {x € X | dim,g ker Hess F'(x) > d + 1}

= {2 € Xy | rank Hess F'(z) < N — d}

= V(F, (N — d) — Minoren von Hess F') \ Sing X.

Beispiel. Fiir Quadriken ist Hess F' konstant, folglich Singy = (). Damit ist
der Kegel V(X2 + X7+ X3) C P; ein Beispiel fiir eine Varietéit mit Sing X ¢
Sing 7. Die andere Inklusion gilt auch nicht immer, wie jede Kurve mit einem
Wendepunkt zeigt.

Wir zeigen nun, dafl sich die Faserung von X durch Im kerdy mit Sing-y
vertridgt. Die Aussage des Satzes ist eine Umformulierung des Satzes [FW,
Theorem 2] von Fischer und Wu auf unsere Situation, wir wollen hier einen
neuen Beweis geben.
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Satz 10.1
Sei X C Py eine vom Grad d abwickelbare Varietit, dann gilt fir A €
Im ker dvy entweder

A C Sing~y

oder
AN Singy C Sing X.

Wenn wir
Z :=Fy(Singy) N Im kerdy = {A € Im kerd~y | A C Sing~}

setzen, wobei Fy(Sing y) die Fanovarietdt ist, dann ist
UZ = U A = Sing~.
AeZ
Beweis. Sei A € Sing~y und A ¢ Sing X, wir miissen dann zeigen, dafl
(A '\ Sing X) N Singy = ()
ist, d.h.
x € A\ Sing X = = ¢ Sing~.

Nach den eben gemachten Voraussetzungen gibt es zumindest einen Punkt
x € A\ (Sing yUSing X'). Wir wihlen die nach Satz 8.4 existierende Parame-

trisierung -
©: (C,0) x (CMep) —  (X,y)

(s,t) — g%tigi(s)

des affinen Kegels X von X um einen Punkt y € z \ {0} und setzen sie zu
einer holomorphen Abbildung

: (Cr,0)xCH —  (X,y)

(s,t) — g%)tigi(s)

fort. Dies ist dann natiirlich keine Parametrisierung mehr, dafiir aber umfafit
das Bild von ® den Untervektorraum A.
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Sei nun immer ¢ € C4!, so daB ®(0,t) € Xom, Wir miissen fiir unsere Be-
hauptung zeigen, dafl
®(0,t) & Singy

oder dquivalent dazu
dim,g ker dy(®(0,¢)) =d + 1
ist, dafiir reicht es wegen y = ®(0,¢y) ¢ Sln/g\7 zu zeigen, dafl
ker d3(®(0, 1)) = ker d3(y). ()

Die Inklusion ,,D“ ist einfach, denn sie ist nach Wahl der Parametrisierung
richtig fiir ¢ € (C¥*, ey). Weiter ist

(grad F)T(®(0,t)) - w = 0,
ker dy(®(0,t)) = { w € CN*' | vT . Hess F(®(0,t)) - w =0
fir alle v € TQ(O,t))/(\', F e l(X)

Da der Tangentialraum konstant entlang ®(0, C¢+1) N Xom ist, konnen wir
davon eine feste Basis (vy, . .., v,) wéhlen, dann ist

(grad F)T(®(0,1)) - w = 0,
w € ker dy(®(0,¢)) < { v} - Hess F(®(0,t))-w=0
fir alle i € {0,...,n}, F € I(X).

Nun wissen wir bereits, daf wenn w € kerd7y(y) ist, dann ist auch w €
ker dy(®(0,t)) fiir t € (C*! ey), d.h. die Gleichungen auf der rechten Seite
verschwinden fiir ¢ € (C%*!, ep). Damit verschwinden sie nach dem Identi-
titssatz fiir alle t € C?*1) folglich w € ker dJ(®(0,t)) fiir alle t € C*! mit
®(0,1) € Xom.

Dies ist selbstverstandlich nicht nur auf die Stelle s = 0 beschrénkt, sondern
allgemein ist

Span{@0(5>7 SRS Qd(s)} = ker d’y\(q)(s, 0)) C ker da(q)(sa t))
fiir s € (C",0) und t € CH mit ®(s,t) € Xy

Um die andere Inklusion von (*) zu zeigen, sei nun

w € ker dy(P(0,t)) C Tq>(0,t))/(\'.
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Da
- ~ Do do

TowonX = T, X = span {QO(O), ..., 0a4(0), 8—80(0), . —0(0)} ,

1

existieren «;, 8; € C mit

d
w=>"a;0,(0) + Z@&go
=0

Wir miissen zeigen, dafl w € ker dy(®(0, e)) ist, dazu definieren wir

d
= Z Oéigi + Z 6] 800 E T‘P(s )X
=0

Dann ist w = w(0) und

Wir wollen jetzt eine Beziehung zwischen w(s) und g—;‘;(O) herleiten.

Da g;(s) € ker dy(®(s,t)) und g—i(s, t) € Tq)(s,t))A( ist, gilt fir alle F' € I(X)

(g_i) (s,t) - Hess F(®(s, 1)) - 0;(s) = 0, (Dir

und, da 279;(5) € To(se) X = TowspX, auch

(arad )" (0(s.1)) - 52(5) = 0 )y

Ableiten von (2)g; nach s; ergibt die Gleichung (3)jk

(g_i) (5,t) - Hess F((s, 1)) - g_i@ + (grad ) (2(s, 1)) - afkgosj )=

Wir summieren jetzt die Gleichungen auf die folgende Weise

Z Bi(3)jk + Z a;(1)ix + Z i(2)ir
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und erhalten

\(g_i) (s,t) - Hess F/(®(s,1)) 'w(81+\(grad F)T((I)(s,t)) . g_;l;(s)l _0

(%) (s, 1) (xx) (s, 1)
Da w = w(0) € kerdy(®(0,t)) ist, ist (x)(0,¢) = 0 fiir alle F' € I(X), also
auch (xx)(0,¢) = 0 fir alle F' € I(X), d.h.

ow > >
55, (0) € TepnX = To@en X
Sk
Damit folgern wir auf die gleiche Weise zuriick: (xx)(0,¢9) = 0 fiir alle F' €

I(X), also (%)(0,e9) = 0 fiir alle F' € I(X), d.h.

(g_i)T(o’ ¢o) - Hess F/(®(0, ) - w =0

fir ke {1...r} und F € I(X).
Da 0;(0) € ker dy(®(0,ep)) gilt weiter

0; (0) - Hess F'(®(0,e0)) - w = 0.
Mit ®(0,ep) = y und

A~

TyX = span {00(0)7 -, 0a(0), 22(0), ..., 52 (0)}

= span {QO(O), oy 0a(0), 3—5(0, €0), -, 3—3(0, eo)}
haben wir schliellich
vl - Hess F(y) - w =0 fir alle v € Ty)?,

d.h w € kerdy(y). Dies schliefit den Beweis der Gleichung (x) ab.

Bei der Gleichung

Sing v = U A
ist die ,, O Inklusion trivial. Fiir die andere bemerken wir, daf fiir z € Sing v\
Sing X ein A € Im kerd~y existiert mit € A C X, und nach dem eben

Bewiesenen folgt aus z € Sing~y \ Sing X bereits A C Sing~y, somit ist A € Z
und x € |JZ. Also ist Sing~y \ Sing X C |J Z, deshalb

Sing7:Sing7\SingX:UZ. O
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Kapitel 11

Abwickelbarkeit vom Rang 1

Zunéchst wollen wir die bisherigen Ergebnisse mit den fritheren Untersuch-
ungen [P] iiber Kurven in den Grassmannvarietiten in Zusammenhang brin-
gen, um die Klassifikation der abwickelbaren Varietdten vom Rang 1 von
Griffiths und Harris wie in [GH1, (2.20)] zu erhalten.

Wir starten mit einer vom Rang 1 abwickelbaren Varietit X C Py und neh-
men eine Desingularisierung der eindimensionalen Varietdt Im ker dv, somit
erhalten wir eine holomorphe Abbildung von einer Riemannschen Fliache S
nach G(d, N)

®:S — Im kerdy C G(d, N)

mit X = (J,cq P(s).
Der Satz 8.4 besagt nun, dafi wir fast iiberall lokal go, . . ., 04 : (S, s) — CNT!
finden konnen mit

® = spanf{oo,...,04} und dimspan{oo,..., 04, 0 --,04} = d+2,
wobei 2 mit / abgekiirzt ist. In den Formulierungen von [P] heifit das :
dim(® + &) = 1 + dim .
Damit erhalten wir mit [P, Satz 3.8], dafl & geschrieben werden kann als
=" oP(V),

wobei ¢ die I-te oskulierende Kurve an eine Kurve ¢ : S — Py und
V C CN*! ein Untervektorraum der Dimension d — [ ist. ®(s) ist dann der
kleinste lineare Raum, der ¢®(s) und P(V) umfafit.
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Die Schliisse in der obigen Argumentation sind umkehrbar, falls X nicht selber
ein linearer Raum ist, daher haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 11.1
FEine irreduzible, nicht-lineare Varietdt ist genau dann abwickelbar vom Rang
1, wenn sie das Bild einer oskulierenden Kurve oder ein Kegel tber einer
solchen 1st.

Wir wollen nun die folgende Situation untersuchen:

Sei B C G(d, N) eine irreduzible Varietat. Wann ist X = (J, 5 A eine ab-
wickelbare Varietdt mit Im kerdy = B 7

Wir geben fiir den Fall dim B = 1 ein notwendiges und hinreichendes Kri-
terium an. Fiir den Fall G(d, N) = G(1,3) ist das Ergebnis klassisch (siehe
z.B. [B, §18]) und sehr schon zu beweisen, da G(1,3) C PP (/\2 C*) durch nur
eine Quadrik ausgeschnitten wird. Der Fall d > 1 ist wesentlich aufwendiger
zu beweisen.

Satz 11.2
Sei B C G(d, N) eine eindimensionale, irreduzible Varietit und X = Jycp A
kein linearer Raum. Dann sind dquivalent:

i) X st abwickelbar mit Im kerdy = B.

ii) Fiir alle A € By, ist TAB C G(d, N), wobei TyB den in P(ATHICN+1)
eingebetteten Tangentialraum im Punkte A an B C G(d,N) C
P(ATICNHL) bezeichnet.

Beweis. Nach Satz A.4 ist X irreduzibel.

i) = ii): Da die Eigenschaft ii) offensichtlich abgeschlossen ist, reicht es, sie
fiir allgemeines A € B, zu beweisen. Wihle einen allgemeinen Punkt y €
AC X. Dann gibt es nach dem Satz 8.4 holomorphe Abbildungen oo, ..., 04 :
(C,0) — CN*1 50 daB

®: (C,0)x (CHe) — (X,y)

(s,t) — i)tigi(S)
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eine lokale Parametrisierung und weiter

Span{QO(S)v ceey Qd<s)7 Q6(5)7 ce QZI(S)} = Span{QO(S)a R Qd(5>7 96(3)}

ist, wobei die 0o($), ..., 0a($), 05(s) linear unabhéingig sind. Wir definieren

~ d+1

\I/:QO/\.../\Qd:((C,O)—>§§/\ cN

dann ist nach Korollar 8.5
U :=P(T): (C,0) — (B, A)

eine lokale Parametrisierung von B, folglich ist

-~

TaB = span {\I/(O), \/I}’(O)} :
Wir miissen also zeigen, dafl
AU(0) + p¥'(0) € G(d+1,N +1)  fiir alle A\,ueC
ist, oder nach Satz A.2 dquivalent dazu
dim {v e CN+L | (A\TJ(O) + u\ff’(())) Ao = o} >d+1. (%)

Zur Abkiirzung der Schreibweise denken wir uns bei der weiteren Rechnung
die Funktionen immer an der Stelle 0 ausgewertet.

Da ¢, € span{oo, ..., 04, 0h} fiir i € {0,...,d} existieren o/, o; € C mit
d .
0; = ZCY?QJ‘ + aig
=0

Wir berechnen

)\\/I}—l—u\/l;’ =

d
=X A N0 D 00N ANGN A 0
=0
d d .
=X00A. . NOa+ D 00N N D aloj iy | Ao A oa
i=0 =0
d d
:()\+LLZQ§>QOA.../\Qd—i-uZOzigg/\.../\Qi_lA96A9i+1A...Agd.
=0 =0
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Das Dachprodukt davon mit
d
v= Z Bjo; + Bog
=0
ist
()\\If + ,u\IJ’) Av :<</\ +ud 0z§)5 +ud aiﬁi(—l)”dl) 00N ...\ oaN o
i=0 i=0

:LA,;L(BOV"76d75)@0/\-“/\gd/\96'

Somit entspricht jede Nullstelle der Linearform
d . d ‘
LAHM (607 R 7/8d7 ﬂ) = ,8 (A + % Z O(Z’) —+ Z 61 (,uozz-(—l)Hd_l)
=0 i=0

d
einem Vektor v = ) f;0; + o} mit
7=0

()\(I\/—i—u@') ANv =0.

Da die Losungsmenge von Ly , (Bo, . .., B4, ) = 0 die Dimension (d + 1) hat,
ist dann (%) bewiesen.

ii) = i): Sei
U =P(oyAN...Nga):(C,0) — B

eine lokale Parametrisierung um einen allgemeinen Punkt von B. Da X kein
linearer Raum ist, also nicht abwickelbar vom Rang 0 ist, ist nach dem Satz 8.4
die Abwickelbarkeit vom Rang 1 von X mit B = Im ker dvy dquivalent zu

dimspan{@Oa e Ody Q67 cee Qil} <n+1
Wir beweisen, dafl wenn fast iiberall

dimspan{go, ..., 04, 0y, -, 0qy =n+r

mit r > 1 ist, die Aussage i7) nicht gilt. Dafiir reicht es zu zeigen, dafl Ve
T§o)B nicht in G(d + 1, N + 1) ist, d.h.

dim{v € CN*' | W' Av =0} <d+ 1.
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Da \TJ(O) allgemein war, diirfen wir nach Umnumerierung annehmen, dafl
00(0),...,04(0),05(0),...,0.(0) linear unabhéngig sind.

Ab sofort denken wir uns wieder alle Funktionen an der Stelle 0 ausgewertet.

Da fiir i € {0,...,d}

Q; € Span{QO7 <oy 0d,s 06a SRR Q;}

existieren eindeutig bestimmte oz{ , Bk € C mit
d . r
o= aloj+) Bia,
5=0 k=0

insbesondere fiir i < 7 ist natiirlich o/ = 0 und ¥ = 6 fiir alle k& und j.
Dann ist

- d
U'=>"00A...NOiA...\oq
i=0
d d . r
=Y 00N Ao AN S adoi+ B | Ao A A o4
i=0 j=0 k=0
d ) d r
i=0 i=0 k=0

Jetzt bilden wir das Dachprodukt von U’ mit einem beliebigen Vektor v €
CN*! den wir in der Form

d r
v:Z)\ij—i-Z,uzQ;—O—I/w
j=0 =0

schreiben mit Aj, p, v € C und w € CN*1\ span{oo, .. ., 04, 0), - - -, 0};} und
setzen dies 0.
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Da oo, .., 04, 0y, --, 0., w linear unabhéngig sind, sind Dachprodukte von
Teilmengen davon wieder linear unabhéngig. Wir suchen jetzt zu einigen die-
ser Dachprodukte die Koeffizienenten in der Summe heraus, die ja alle ver-
schwinden miissen.

Der Koeffizient von o) A o1 A ... A gg A w ist Bjv = v, also ist v = 0. Die
Koeffizienten von g9 A ... A 0ic1 A g A 0ig1 A ... A pa A o) fiir | # k sind
By — Blug, fiir i = k ergibt sich By — BLux = p — 0 = gy, daher auch
w = 0 fir alle [ € {0,...,r}. SchlieBlich erhalten wir fiir die Koeffizienten
von gy A ... A o4 A g noch — Z?:o BEN;, da BF = 6F ist, sind dies 7 + 1 linear
unabhéngige Gleichungen in den A;. Damit ist

dim{v € CM | W' Av =0} < (d+1)— (r+1) <d+1 O

Was passiert, wenn dim B > 17

Fiir die Richtung i) = 4) gilt die folgende Verallgemeinerung.

Korollar 11.3

Set B C G(d,N) eine irreduzible, r-dimensionale Varietit, so daff X =
Urep A eine n = (r + d)-dimensionale Varietit ist und TaB C G(d, N)
fiir alle A € By, gilt.

Dann sind fir alle A € B die Tangentialrdume an X fir Punkte aus AN X,
gleich, insbesondere ist X abwickelbar vom Grad mindestens d.

Fualls X abwickelbar vom Grad d ist, gilt zusdtzlich B = Im ker d-y.
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Beweis. Wir wihlen wieder eine lokale Parametrisierung
U =PloyA...Nga) : (C",0) — B

um einen allgemeinen Punkt von Bygy,.
Wir halten nun alle Koordinaten bis auf die j-te fest, dann haben wir im
Beweis der Richtung i) = i) des Satzes gezeigt, dafl

0 0
dimspan{go,...,gd,a—m,... ﬂ} <d+2.

)
Sj 8sj

Da bereits dimspan { gy, . .., 04} = d + 1 ist, folgt

doi
dimspan{gi,a—g |ie€{0,...,d}, j€ {1,...,7‘}} <d+1l+r=n+1.
Sj
Damit folgen aus dem Satz 8.4 die Behauptungen. 0

Fiir dim B > 1 ist die Richtung i) = i) falsch. Denn fiir abwickelbares X
wiirde fiir jedes A € (Im kerd~y)s, gelten, dafi Ty (Im kerdy) C G(d, N).
Somit géilte auch fiir jede Untervarietit B’ C Im kerdy, dafi TpoB' C
Tx(Im kerdy) € G(d, N) fiir A € B;. Folglich wére dann auch X’ = (J,.p A
abwickelbar, so daf fiir alle A € B’ die Tangentialraume von X’ in den Punk-
ten von A N X/ gleich sind.

Wir zeigen an userem alten Beispiel aus Abschitt 7, dafi dies im allgemeinen
nicht der Fall ist.
B = Im ker dy war geben als das Bild von

L: P - G(1,4)
( ut —u? '\ )
s2t? 0
(s:t:u) +——>  span 0 , 52
—2stu? —2st
L 0 2tu ) )
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Wir wéhlen jetzt darin eine Kurve als das Bild von

C: ]P)l - — > G(174)
( u? —u?
st 0
(s:u) +——  span 0 , 52 ,
25%u? —252
L 0 25U )

die wir durch Gleichsetzen von s und ¢ erhalten und definieren X' = (J, oy A
Auf der Karte v = 1 haben wir

Clec: C —— = G(1,4)
( 1 _1 )
st 0
S — span 0 , 52
—25? —2s?
L 0 2s )

Damit erhalten wir 5(\’ lokal als das Bild von

CxC* — X
1 —1
s 0
(s,t) > 1o 0 +t s
—2s? —2s?
0 2s

und fast iiberall gilt
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1 -1 1 —1
s 0 st 0
dim span 0 , 52 , 0 , 52
—2s2 —2s2 —252 —2s2
| 0 2s 0 2s J
( 1 ~1 0 0 \)
st 0 453 0
= dim span 0 : 52 , 0 1 2s =4>3.
—2s2 —2s2 —4s —4s
L 0 25 0 2 J

Daher sind nach Satz 8.4 die Tangentialebenen an X’ in den Punkten von
AN Xy, fir A € Im ¢ im allgemeinen verschieden.
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Kapitel 12

Abwickelbare Varietiten vom
Grad 1

Sei X C Py eine n-dimensionale, irreduzible Varietét, die abwickelbar vom
Grad 1 ist und B = Im kerdy C G(1, N), dann haben wir gerade gesehen,
da nicht jede Fldche, die die Vereinigung der Geraden einer Kurve C' C
B ist, abwickelbar beziiglich dieser Faserung ist. Es stellt sich natiirlich die
Frage, ob es iiberhaupt solche Flachen gibt. Wir wollen jetzt die Bedingungen
untersuchen, unter denen wir wenigstens Kurvenstiicke C' in B finden kénnen,
so daf} die Vereinigung dieser Geraden abwickelbar beziiglich dieser Faserung
ist. Die Idee dazu stammt wiederum von Griffiths und Harris [GHI, (2.21)],
wir wollen dies hier mit Hilfe des Satzes 8.4 erldautern.

Sei dazu y € Xom \ @ ein Punkt von )/(\', zu dem es nach dem Satz 8.4
eine lokale Parametrisierung von X der Form

P (C"10) x (C?e) — (X,y)
(s,t) = top(s) + ti(s)

gibt, wobei ¢, 1) : (C"1,0) — C¥*! holomorphe Abbildungen sind mit

span{cpw ggp (’“)¢| € {1,. n—l}}

—son {0, 52 i € 1= 1)
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und
. oo |
dim span @,w,a—Ue{l,...,n—l} =n+1.
Sj

Aus dieser lokalen Parametrisierung von X erhalten wir nach Korollar 8.5
eine lokale Parametrisierung von B, ndmlich

T (CL0) — G(1, N)
5 — span{p(s), ¥(s)}.

Wir suchen jetzt ein Kurvenstiick ¢ : (C,0) — (C"71,0), ¢(0) # 0, so daBl
die Vereinigung der Geraden W o ¢ abwickelbar beziiglich der Geraden ist.
Nach Satz 8.4 ist das dquivalent zu

dimspan{p oc,poc,(poc), (Yoc)} <3.

o Dy Dy
8sj € span {vawa 881 [ (95n,1 } )

gibt es holomorphe Funktionen A;, p17, a;j : (C*~*,0) — C mit

O L Oy
27—\ . Wty
asj J90+M]¢+izlajasj
Wir bezeichnen die Matrix (a;;) mit A.

Nun ist, wenn ¢; die Komponenten von ¢ bezeichnen,

1

3
I

I — 1 Op.
(pocy = 2o
J=1
n—1 o
r_ 1 O
(¢oc)—' Cis; ©C
J=1
n—1 n—1 9
= ). | Ajoc-poc+ pjoc-poc+ ) agoc- gEoc
j=1 i=1 J
n—1

n—1
) (Ajoc- c;) - poc + ]; (pjoc- c;) “poc
n—1 /n—1 9
+ > ( OlijOC‘C;) sLoc,
j=1 1 ’

i=

J
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und damit wird aus dimspan{poc,ipoc,(poc),(poc)} <3

n—1 n—1 n—1
0 0
dimspan{gpoc,@boc,Zq’ja—@ oc,z (Zaij oc-c}) 8i oc} < 3.
s; s;
j=1 J j=1 =1 J

Wir tragen die Koeffizienten der vier Vektoren beziiglich der linear
. i) 0

unabhéngigen Vektoren poc,oc, 5;% oc, ..., 8—520_—1 oc als Spalten

in eine Matrix ein und schlieflen weiter:

oo 0

1]o0 0

<3

<= rank

| Aoc-c

<= rank ( c"Aoc-c’ ) <1
<= ( ist Eigenvektor von A o c.

Wir nehmen jetzt an, da8 A ein einfacher Eigenwert von A(0) ist. Wenn sich
dann A(s) holomorph dndert, dndert sich auch A(s) als Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms von A(s) holomorph und bleibt damit ein einfacher
Eigenwert in einer kleinen Umgebung von 0. Die dazugehorigen Eigenrédu-
me Eig(A(s), A(s)) bilden ein Richtungsfeld auf B. Eine lokale Integralkurve
¢:(C,0) — (B, A) ist dann unser gesuchtes Kurvenstiick. Das dadurch ent-
standende zweidimensionale Flachenstiick Use((&o) c(s) ist nach Konstruktion
abwickelbar.

Wir haben gezeigt:

Satz 12.1

Sei X C Py eine irreduzible Varietdt, die abwickelbar vom Grad 1 ist und x €
Xom \ Singy, dann liegt © auf mindestens | verschiedenen zweidimensionalen
abwickelbaren Fldachenstiicken, die in X enthalten sind. Dabei ist | die Anzahl
der einfachen Eigenwerte von A(s).

Bemerkung. Da die allgemeine (n — 1) x (n — 1)-Matrix n — 1 verschiedene
Eigenwerte hat, besteht die Vermutung, daf fiir den allgemeinen Punkt einer
allgemeinen abwickelbaren Varietét die auftretende Matrix n —1 verschiedene

62



Eigenwerte hat. Um diese Aussage jedoch prézisieren zu konnen, miifite man
einen Modulraum der abwickelbaren Varietdten vom Grad 1 kennen.

Bemerkung. Der Satz bleibt auch fiir vom Grad d > 1 abwickelbare Varieté-
ten richtig. Denn statt der ,optimalen“ Parametrisierung aus Satz 8.4 von X
um den glatten Punkt y € X \ Sing X

O (C7,0) x (CHeg) —  (X,y)

(s,t) — sz%tigi(s)

kann man die Parametrisierung

(C™1,0) x (C%ep)  — (X,y)
(5,8) = (81, -y Sn-1,t0, 1) V> top(s) + t1h(s)

verwenden, wobei

O(S1y -y Sn_1) == 00(S1, -y Sr) + Spr101(S1, -+, Sp) + - ..

+ Sn—lgd—l(sla s 787")

(st vy Sna1) = 0a(s1,-.-, )

Da die Tagentialriume von X entlang span{go(s1,...,8:), .-+, 04a(51,---, )}
konstant sind, sind sie auch konstant entlang Unterrdumen davon, inbeson-
dere also entlang span{¢(sy,...,Sp-1),¥(s1,...,8n_1)} fiir s9,...,8,1 € C
beliebig. Damit ist die Bedingung i) des Satz 8.4 und somit auch die Bedin-
gungen 7i) und 47i) erfiillt. Das reicht aus, um das Beweisverfahren anzuwen-
den.
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Kapitel 13

Tangentenvarietiten

Die einfachsten Beispiele hatten wir bereits zu Anfang erwdhnt. Die Tan-
gentenvarietdt einer Kurve C', die keine Gerade ist, ist entweder P, falls die
Kurve planar war, oder eine vom Grad 1 abwickelbare Fliche X, bei der
die GauBlabbildung entlang der Tangenten der Kurve konstant ist, genauer
Im o = Im ker dvyy. Fiir die h6herdimensionalen Analoga, den Tangentenva-
rietdten, hatten Griffiths und Harris bemerkt [GH1, 5b], dafl diese séamtlich
abwickelbar sind. Bevor wir eine leichte Verschiarfung davon beweisen, wollen
wir uns noch einige Beispiele anschauen.

Dazu miissen wir erst einmal einige Tangentenvarietéiten berechnen. Dies 148t
sich am einfachsten durchfithren, wenn X als das Bild einer rationalen Ab-
bildung

p: P, ——->X

gegeben ist. Dann ist die Tangentenvarietiét

TX)=J T.x= [J A

€ Xsm A€lmvyx
das Bild von

7: P, xP, ——> Py

(s.8) v p(itjg_;@),

% ist dabei so zu verstehen, dafi man ¢ als (n + 1)-Tupel von homogenen
J

Polynomen schreibt und diese dann nach s; ableitet. Dafl Im7 = 7(X) ist,
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folgt daher, da§ 7(X) nach Satz B.1 und A.4 irreduzibel ist, 7(X) das Bild
von 7 enthélt und 7(s,—) bereits fiir fast alle s € P,, den Tangentialraum
Ty(s)X parametrisiert. Jetzt kann mit Hilfe von Grobnerbasen das beschrei-
bende Ideal von 7(X) konstruiert werden.

Die einfachste nicht-lineare, rationale Varietét ist die Veronesefliche V. Diese
ist das Bild von

v P, P

—
e 2..2. 2. ) )
(S0 :81:82) —— (S§:57:85:S0S1: SoS2 : S152)
und durch die Gleichungen

Xo X3 Xy
V=< (Xo:...:X5)€Ps|rank | X3 X; X5 | <1
Xy X5 Xo

beschrieben. Die Tangentenflache ist dann das Bild von

T Pg X ]P)Q — ]P5
(S,t) — (QSOtO . 281t1 . 282t2 . Sotl + Slto . Sotg + Sgto . Sltg + Sgtl)

und ist gegeben durch die Gleichung [H, p. 144]

Xo X3 X4
Xy X5 Xy

Die Hessematrix davon ist

0o X, X 0 0 —2X,
X, 0 X, 0 -2X, 0
Xl XO 0 —2X3 0 0
Hess F —
o5 0 0 —2Xy —2X, 2Xs 2X,
0 —2X, 0 2X. —2X, 2Xs
92X, 0 0 2X,  2X; —2X,

Man stellt fest, dafl F' jeden 5-Minor, aber nicht alle 4-Minoren von Hess F’
teilt, d.h. der Rang von Hess F' auf V(F') ist im allgemeinen 4. Damit ist 7(V)
nach Satz 5.2 abwickelbar vom Grad 2.
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Nun haben wir zwei Faserungen von 7(V') in zweidimensionale Rdume, einer-
seits durch die Abwickelung, Im ker dv,(y), und andererseits durch die Tan-
gentialrdume von V', Im~y. Im Gegensatz zum Kurvenfall sind diese beiden
Faserungen nicht gleich!

Denn die GauBabbildung von V' ergibt die Faserung

ywov: Py — G(2,5)
v v v
— — —_— -
; span { 92(6) 560 )}
([ 2sg 0 0 )
0 281 0
0 0 282
= span , ,
S1 S0 0
S9 0 So
L 0 So S1 )

Wiire dies die Faserung der Abwickelung, so miifite nach Satz 8.4

<5

dim span @ @ @ 0%v @ Pv v 0*v 0%*v
P 050" 0s1 05,” 053" 057" 03 DsoDs1’ DseDsy’ 95105,

sein, es ist aber

2sg 0 0 200 00O
0 257 0 0 2 0 0 0 O
0 0 2s9 00 2 0 0O
rank = 6.
$s1 S 0O 0 001 00
s 0 s 00 0 01O
0 s s 00 0001

Das zweite und mehr typische Beispiel, das wir untersuchen wollen, ist die
Tangentenvarietdt des Bildes der Abbildung

T2 P2 — ]P5

(S0:81:82) = (85:8%:85:5)8.8y: 52851 5,53).
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Die Tangentenfliche ist dann das Bild von
T: PyxPy —> Ps
(s,t) > (3s2ty: 3s3t, : 353ty : Sos1la + SoSaty + S18atp
S2ty + 28085tg 1 281 Soty + S5t ).

Dies ist gegeben durch die Gleichung

F=-XS8X}X] —24X5X?X§X5 — 192X3X, X5 X8 — 512X3 X4 XY +3X X3 X$X3
+ABXSXZXEX3X3 4+ 192X2X, X3XSX3 — 3X2X3X5XS$ — 24X, X2XIX3XS — 108X, X3XEX§
+ X3X3X) +90XGXEXEX2X2 X, + T92X3 X, X3 X5XF X, + 576 X3 X3XEX2 X,

— 180X2X2XEX2X3X, — 144X X, X3XJ X7 X5 + 90XZX3X2XE X5 — 108X XZ XX, X, X2
—432X§ X, X3 X3X, X2 + 3456 X3 X5 XTI X, X2 + 216 X5 XF X5 X X X2 — 1917X3 X, X3 X3 X} X2
— 108X X2X3 X, XTX2+ 729X, X2X3XTX2 — 12X X2X5 X3 + 1104X5 X, X5 X3X3

— 2064 X3 X3XSX3 + T8XGXEXIX3X3 + 516 X3 X, X3X3X3X3 — 3888 X2X2XEX3X3
—120X2X?X5X$X32 + 540X X, X2X3XGX3 + 5AXPXZX)X3 — 2844 X3 X, X3X2X2 X}

— 4608 X3 X2X3X2XE +2682X2 X, XZX2X3X2 — 1458X, X, X2X§ XA+ TTT6 X3 X3 X5X, X2
+972X3X | X2X, XEXE + 7776 X2 X, X§XFXE — 324X X, X, X X X2 — 48X§X, X5 X8
—2112X5X2X3XS + 696 X3 X, X2X3X5 — 5184 X3X, X3 X3 XS — 1485X2 X, X, X§X§

+ 729X, X9 X8 — 2448 X3 X, X2X2XT — 3888X2X2XJX] +1728X5 X, X, X, X8

+5184X3 X, X1 X8 — 64X5X, X2 — 1728 X3 X3 X2.

Man sieht, dafl die Gleichungen auch bei relativ einfachen Beispielen bereits

sehr kompliziert werden. Nach langem Rechnen auf einem Computer findet
man, dafl ' die Determinante, jedoch nicht alle 5-Minoren von Hess F' teilt,

damit ist die Tangentenvarietit abwickelbar vom Grad 1.

Als letztes wollen wir noch Beispiele fiir Varietdten geben, die selber nicht

abwickelbar sind, deren Tangentenvarietdten jedoch hochgradig abwickelbar

sind. Dabei sollen zusétzlich noch die Tangentenvarietdten nicht linear sein.

Sei dafiir
p: P — Py

eine nicht-degenerierte Kurve, d.h. Im ¢ ist in keiner Hyperebene enthalten.

Wir definieren X C Py als das Bild von
P, x ]P)n—l — Py
n-1 H2(n—1) 0

(s,t)  +— P[> ¢ +(s) |+

2i a9 .2(n—1—1
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dabei soll 2n < N sein. Folglich ist 7(X) das Bild von

n—1 9?1 n-l 9?1y
T(s,t, 1, A\) =P po Yy i (8) +m ) tim————=(s)
; Os 21+1a 2(n 1—14) ; 883188?(n i)—1
1

n— §2(n—1)
YA )
i=0 3301851

wobei (s,t, u, \) € Py x P,,_; x P; x P,,_; durchlauft.
Mit der Eulerformel

82(71—1)%0 ( ) a2n—1()0 ( ) 8271—190
oo \8) = So a8t ST
§s2igsin1) §s2it1ggin—1= §s2igsi 71

(),

82(n_1)<,0

—~——% _ erhalten wir
Bsgzasf(n_l_l) ’

wobei ¢ := deg

n—l 9?1 n-1 921 - (n— D
;m;{; ds2tosT “<S)+l“;§; Ei%Q;_Zfa_T ZE; Zasl” oo
n—1 agn,lgp n—1 aanl(p

n—1
a2n—1 82"_1g0
+ Z )‘i/c ( 553 +18 (n—1—1) <3) 51 asgiasf(n*i)*l (S))

i=0
n—1 1
0?1y 521y
= 2_loti + sodifc)— (5) + > (i + 510 /0)— T (5).
z’z:; 88(2)”133?(”_1_1) P (98(2)’(%%(”_1)_1

Da sich fiir pgs; — p1so # 0 mit (uot; + soAi/c, pit; + s1A;/c) fiir geeignete
t;, \; alle Zahlenpaare in C? erzeugen lassen, ist 7(X) auch das Bild von

]P)l X ]P)anl — PN

27‘L 1 82” 1
(s,1) — P<§:ta%a§n11@0,

d.h. 7(X) ist das Bild der (2n — 1)-ten oskulierenden Kurve an die Kurve ¢.
Da ¢ nicht degeneriert war, hat 7(X) die Dimension 2n und ist nicht linear
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[P, Lemma 3.2], also abwickelbar vom Grad 1. Nachtréglich sehen wir noch,
dafl wie erwartet dim X = dim 7(X)/2 = n war.

Wir zeigen jetzt allgemein

Satz 13.1

Ser X C Py eine nicht-lineare, vom Grad d abwickelbare Varietit, dann ist die
Tangentenvarietit 7(X) abwickelbar vom Grad mindestens d+1. Die (d+1)-
dimensionalen Rdume, entlang derer die Gaufabbildung von 17(X) auf jeden
Fall konstant ist, liegen in den Tangentialrdumen von X.

Beweis. 7(X) ist irreduzibel, da Im vx nach Satz B.1 und 7(X) = Uxcppq, A
nach Satz A.4 irreduzibel ist.

Es reicht, die restlichen Aussagen auf einer offenen Menge von X zu bewei-
sen, da sie sich dann durch die iiblichen Argumente mit der Halbstetigkeit
der Faserdimension bzw. der Abgeschlossenheit des Enthaltenseins auf ganz
7(X) fortsetzen lassen. Wir wihlen eine nach Satz 8.4 existierende lokale
Parametrisierung von X

®: (Cr,0) x (CH! ) — X
d
(s,1) — ;)tiQi(S)a

dabel ist dann

A~

0 0
Tos )X = span {QO(S), oy 04(8), a—g?(s), . a—io(s)} )

Somit ist 77)?) lokal das Bild von
7: (C",0) x (C"*tey) — 7(X)
d

(s,t) — tioi(s) + thdﬂg—é’j(s).
]:

=0

Das Differential von 7 ist

d r d r
do; 02 do; o2
dr (s, t) :<Z%tia§1 (8) + 2 tavigus (8) - 2 i (9) + 2 tavine g (5)
7= J= 7= J=

00(s) ... 04(s) g—gf(s) g—gg(s)).



o~

Nun muf nicht notwendig dim 7(X) = r+n + 1 sein, folglich ist dann auch 7
keine Parametrisierung. Um aus 7 eine Parametrisierung zu gewinnen, halten
wir einfach einige Variabeln fest./VV\ir zeigen jetzt, dafl wir dafiir s-Variabeln
nehmen diirfen. Sei m = dim7(X) — (n + 1), dann muf} rankdr(s,t) =

m +n + 1 fiir fast alle (s,t) € (C",0) x (C"™, ey) sein. Sei (o, \) ein solcher
Punkt mit rank dr (o, \) = m +n + 1.
Da go(0), ..., 04(0), ggf( ) . %( ) linear unabhéngig sind, konnen wir aus

dr(o,A) so m + n + 1 linear unabhéngige Spaltenvektoren auswihlen, daf

00(0),...,04(0), g—g(l)(a), cey g—gi(a) dabei sind, d.h. nach eventueller Umnu-
merierung der s; sind die Spalten von dr (o, \), die zu den Ableitungen der
Variablen s1,..., Sy, to, ..., t, gehoren, linear unabhéngig. Dann ist
7 (C™ (01,...,00)) X (C"T1 ) — @
(s,t) > T(S1, s Smy Omtly -+ Opy )

o~

eine lokale Parametrisierung von 7(X). Fiir das weitere setzen wir zur
Abkiirzung ¢ := (0pmi1,- -5 0r)-

—

Jetzt konnen wir dort die GauBlabbildung von 7(X)

//?T(X) OT/ : (Cm> (017' .. ’Um)) X ((Cn+17)‘) — G(m+n+ 1,N+ 1)

ausrechnen:
d r
A ) B d0i, ~ Doy, -
Yrx) o T'(s,1) = span {;7;8—81(5, o)+ ;tdﬂm(s, Ty,
d r
Z ) + Z td+ja o)
i=0 j=1
000, ~ 0 ~
00(5,8); -+ 04(,3), 5 2(5:8), - aij(sm}
(9 0o ~ - 82Q0 ~
= t
span{z d+]8$18 )7 7; d+]83m5 ](57 )7
8@0

70



da gTQ; € span {QO, o, 0d, g—f?, - g—gf}. Daran erkennt man, daf3

/’?T(X) © 7—/(37 lo, - - 7tn) = //}\/T(X) © Tl(‘s: Koy -+ -5 Hd, Mtd—‘rh B a,utn>

fir py,..., 04,1 € C, wo alles definiert ist, d.h. fiir festes (s1,...,S,) und
(tag1, ... tn) ist Ar(x) fir alle Punkte 7/(s, po, - . ., fta, filas1, - - -, pty) gleich.
Also ist 7,(x) in einer offenen Umgebung von 7/(c, A) auf dem (d + 1)-dimen-
sionalen linearen Raum

T

- - 0 -
span {90(370)7 ) Qd(svo_)a th+ja_?(sag)}
j=1 J

konstant. Damit muBl 7 (x) nach dem Identitétssatz auf ganz

- . 0 - —
span {QO(S, 7),y...,04(s,0), thﬂa—ig(s, a)} N7(X),,
j

j=1
konstant sein. Somit ergibt sich
dimImy;x) = dimImy,(xy <n4+m+1—-(d+2)=n+m—d—1.

Fiir die Varietit 7(X) erhalten wir, daf} sie abwickelbar vom Grad mindestens
d+ 1 ist, denn

dim7(X) —dimIm~y, ) > (n+m) —(n+m—-d—-1)=d+ 1. O
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Anhang A

Die Grassmannvarietaten

Hier sollen die benutzten grundlegenden Tatsachen {iber Grassmannvarieté-
ten zusammengefaBt werden. Die fehlenden Beweise sind in [H, 6] oder [P, 1]
zu finden.

Definition A.1
Die Grassmannvarietit G(n, N) fir n,N € N mit 0 < n < N ist die Menge
der n—dimensionalen Untervektorrdume des CV, i. Z.

G(n,N) :={V <C" | dimV = n}.
Analog setzt man fir den projektiven Raum Py

G(n,N) :={V <Py |dimV = n}.

Da den (n + 1)-dimensionalen Untervektorriumen des CM*! auf kanoni-
sche Weise n—dimensionale Unterrdume des Py entsprechen, kann man die
G(n+ 1, N 4+ 1) mit der G(n, N) identifizieren, so dal diese beiden Schreib-
weisen nur eine unterschiedliche Interpretation andeuten.

Die Grassmannvarietdten werden durch die Pliickereinbettung e zu einer glat-
ten Varietit im projektiven Raum P(A" CV).

e G(n, N) —  P(A"CM)

spanf{wy, ..., w,} — Plwy A... Awy,).
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Einer der iiblichen Wege eine Karte von G(n, N) um A € G(n, N) anzugeben,
ist der folgende, vgl. [FW, (2.1)]:

Sei ey, ..., ey eine Basis des CV, so dal A = span{ey, ..., e,} ist. Dann ist
(28 (M((N_n) Xn,@),O) — (G(H,N),A)
an+1,1 s an+1,n N N
—— span {61 + > anei, .. ent+ Y amei}
i=n+1 i=n-+1
an1 e AN n

eine Karte von G(n, N) um A.

Daraus folgt zum Beispiel, dafl jeder holomorphe Abbildungskeim

U: (C,0) — (G(n,N),A)

s > U(s)
nach G(n, N) in der Form

U(s) =P(ar(s) A Aon(s))

mit holomorphen Abbildungen gy, ..., 0, : (C",0) — C¥ geschrieben wer-
den kann. Denn wenn A(s) := ¢! o ¥ ist, kann man

0j(s) = ¢+ D ay(s)e

i=n-+1

wahlen.

Punkte in G(n, N) C P(A\" CV) sind wie folgt charakterisiert.

Satz A.2
Fir w e N"CN\ {0} sind dquivalent:

i) P(w) € G(n,N)
ii) dim{w € CYN |[wAw=0}=n

iii) dim{w € CY | w Aw =0} <n.
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Fiir unsere Untersuchungen sind folgende Untervarietdten niitzlich:

Satz A.3
Die folgenden Mengen sind Varietdten.

i) Die Schubertvarietit (L) == {A € G(n,N) | dim(L NA) > 1} fir
einen linearen Raum L C Py und 0 <1 < min{n,dim L}.
it) Die Varietit £(S) := {A € G(n,N) | S C A} fiir eine beliebige Teil-
menge S C Py.
iii) Die Fahnenvarietit F(n,n', N) = {(V,W) € G(n,N) x G(n’,N) |V C
W} fir0<n<n'<N.

iv) Die Fanovarietit F,,(X) := {A € G(n,N) | A C X} fir eine Varietit
X C Py.

Eine der typischen Anwendungen ist zum Beispiel, dafl bei einer konvergen-
ten Folge von Geraden in einer Varietdt X auch die Grenzgerade wieder in
X liegt, da F1(X) nach dem Satz abgeschlossen ist.

Wir benétigen noch die folgende Irreduzibilitdtsaussage fiir Varietdten, die
eine Vereinigung von linearen Rdumen sind.

Satz A.4
Sei B C G(n, N) eine irreduzible Varietdt, dann ist auch die Varietdt
X=|JACPy
AeB

irreduzibel.

Beweis. Dafl X eine Varietit ist, besagt zum Beispiel [P, Satz 1.9].
Wir nehmen an, dafl X reduzibel ist, d.h. es gibt Varietdten X7, Xo C X mit

X:X1UX2 und XngQ,XQZXl.

Wir definieren
By =F,(Xi)NnB={AeB|AC X}
By =F,(Xo)NB={Ae€ B|AC Xy}
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und behaupten, dafl dies eine Zerlegung von B ergibt, also
B:B1UBQ und Bl ZBQ,BQ ZBI

Wir zeigen zuerst, dal B = ByUB5 ist. Wenn A € Bist, ist A C X = X;UX,,
damit mufl aber A C X; oder A C X, sein, da A als linearer Raum irreduzibel
ist. Folglich A € By oder A € Bs.

Daf} nicht By C By sein kann, ist auch klar, denn daraus wiirde

U AC U AC X,

AeB; AeB>

folgen und weiter

Xng:UA: U A= U AU U AC X

AeB AeB1UB> AeB; AEB>

Wir haben damit gezeigt, dafl B reduzibel ist. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung, folglich mufl X irreduzibel gewesen sein. 0

Zum Schluf} erinnern wir uns noch an die bireguldre Dualitdt D (auch mit *
oder * bezeichnet).

D: Gn,N) — G(N —n, N)
A — {veCV|vT-w=0 YweA}.

Es gelten die fiir eine Dualitét iiblichen Eigenschaften.

Lemma A.5
i) DoD=id
it) VCW <= DY) 2 DW)
iii) FirV e G(n,N) und W € G(n', N) gilt:

(a) VOW =D(D(V)+DW))
(b) V+W =D(DV)NDW))
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Anhang B

Rationale Abbildungen

In diesem Abschnitt soll kurz an die wichtigsten Eigenschaften von rationalen
Abbildungen erinnert werden.

Eine rationale Abbildung f : X — — — Y zwischen zwei Varietdten X und
Y ist eine Aquivalenzklasse von Morphismen, die auf einer Zariski-offenen
Teilmenge von X definiert sind. Dabei sind zwei Morphismen &quivalent,
wenn sie auf einer offenen Menge iibereinstimmen. Der Definitionsbereich
eines Représentanten von f wird als ein Definitionsbereich von f bezeichnet.
Wir werden héufig rationale Abbildungen einfach in der Form

fr X ——-= Y

schreiben, und darunter verstehen, daf§ x ein Element aus dem (offensicht-
lichen) Definitionsbereich von f ist.

Das Bild einer rationalen Abbildung f: X — — = Y ist Im f = f(U), wobei
U ein Definitionsbereich ist. Es gilt dann dim Im f = dim f(U).

Bilder und Urbilder beliebiger Teilmengen werden mit Hilfe des Graphen

Graph f ={(z, f(2)) e UxY} C X xY U Definitionsbereich
und den kanonischen Projektionen
wx : Graph f — X und my : Graph f — Y

definiert.

76



Fiir Z C X ist f(Z) == ny7my (2).
Fiir Z CYist fYZ) = nxmy (Z).

Satz B.1
Falls f : X — — =Y eine rationale Abbildung und X irreduzibel ist, dann
st Im f irreduzibel.

Beweis. Wenn U C X ein Definitionsbereich von f ist, ist mit X = U auch
U irreduzibel. Also ist f(U) als Bild einer irreduziblen Menge unter einer

reguldren Abbildung irreduzibel, und damit auch Im f = f(U). O

Satz B.2 Fir eine rationale Abbildung f : X — — =Y, wobei X irreduzibel
ist, ist die allgemeine Faser irreduzibel, falls die Faserdimension gréfer oder
gleich 1 ist.

Beweis. Das folgt aus dem Satz von Bertini fiir reguldre Abbildungen ange-
wandt auf die reguldre Abbildung

7y : Graph f — Y.

Denn fiir allgemeines y € Y besagt dieser, daf8 my' (y) = f~1(y) x y = f~1(y)
irreduzibel ist, falls dim 7y (y) > 1 ist. O
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