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Blatt 1
Aufgabe 1. Wir betrachten den Kérper K = Fy[t]/(t? +t + 1) mit den vier
Elementen 0, 1,¢,1 + t. Verifizieren Sie, dal die Abbildung
LK — K, a+btr—— (a+b)+0bt
eine Korperinvolution ist.

Aufgabe 2. Sei K ein Korper und A € Maty(K). Zeigen Sie, dafi det(A) =1
genau dann gilt, wenn A'BA = B, wobei B = (9 }).

Aufgabe 3. Sei V' der 4-dimensionale R-Vektorraum aller Matrizen A €
Maty(C) der Form

A:(T Z) mit r,s e R, zeC.

Beweisen Sie, dass
®(A, B) = det(A + B) — det(A) — det(B)

eine Bilinearform ® : V x V — R ist. Wéahlen Sie eine Basis A,..., A4, € V,
und berechnen Sie die Gram-Matrix G = (®(A4;, 4;)).

Aufgabe 4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und f : V. — V ein Endomorphismus. Be-
weisen Sie, dass f genau dann diagonalisierbar ist, wenn es zu jedem f-
invarianten Unterraum U C V einen f-invarianter Unterraum U’ C V mit

V=UaU gibt.

Abgabe: Bis Montag, den 18.4. um 11:10 Uhr in den Zettelkésten.
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Aufgabe 1. Eine Matrix A € Mat,,(R) heiBt normal falls AA* = A'A. Zeigen
Sie, dass eine reelle 2 x 2-Matrix

a b
()
genau dann normal ist, wenn b = ¢, oder b = —c und a = d.

Aufgabe 2. Wir betrachten die reellen 2 x 2-Matrizen

(L) ma me ()

(i) Finden Sie ein S € GLy(C) mit B = S*AS
(ii) Zeigen Sie, dass es kein T' € GLy(R) mit B = T*AT gibt.

Aufgabe 3. Sei U ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und UY = Homg (U, K)
sein Dualraum. Fiir V = U @ U" definieren wir die Abbildung

VXV — K, (e f) (. f) = fd) - f(a).

Verifizieren Sie, dass ® eine Bilinearform ist, die alternierend und nichtent-
artet ist.



Aufgabe 4. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper
K, und f : V — V eine lineare Abbildung. Wir erhalten zwei Untervek-
torraume

VO = Ukern(fi) und V= ﬂ (V).
i=0 i=0
Zeigen Sie, dass die kanonische Abbildung V° @ VT — V bijektiv ist.

Abgabe: Bis Montag, den 25.4. um 11:10 Uhr in den Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einer symmetri-
schen nichtentarteten Bilinearform ® : V x V' — K. Ein Untervektorraum
U C V heifit total isotrop, wenn ®(x,y) = 0 fiir alle x,y € U. Zeigen Sie,
dass dim(U) < n/2 fiir jeden total isotropen Unterraum U C V gilt.

Aufgabe 2. Sei U ein K-Vektorraum mit nichtentarteter Hermitescher Form
®. Wir definieren auf V = U @ U eine nichtentartete Hermitesche Form

U((w1,22), (Y1,92)) = ®(21,91) + P(22, Y2).

Sei f : V. — V der Endomorphismus mit f(xy,22) = (22, —21). Zeigen
Sie, dass der adjungierte Endomorphismus f* : V' — V durch f(y1,92) =
(—y2,41) gegeben wird.

Aufgabe 3. Sei C mit der Involution o(z) = Z versehen, und S der C-
Vektorraum aller Sesquilinearformen ¢ : C* x C* — C

(i) Ist die Teilmenge H C S aller Hermiteschen Formen ein komplexer Un-
tervektorraum?

(ii) Zeigen Sie, dass H C S ein reeller Untervektorraum ist, und berechnen



Aufgabe 4. Eine Matrix S € Mat,,(C) mit S* = S heiit bekanntlich sym-
metrisch.
(1) Zeigen Sie, dass jede Jordan-Matrix

L= " € Mat,(C)
1 A

das Produkt J,(\) = S-T von zwei symmetrischen Matrizen S, T € Mat,,(C)
1st.

(ii) Folgern Sie, dass jede Matrix A € Mat,(C) das Produkt von zwei sym-
metrischen Matrizen ist.

Abgabe: Bis Montag, den 02.05. um 11:10 Uhr in den Zettelkésten.

Zulassung zur Klausur/Nachklausur: Bei 40 % = 96 Punkte auf den
Ubungszettel 1-12 und Vorrechnung einer Ubungsaufgabe. Fiir Nebenfachler
gilt das gleiche Kriterium.

Termine: Klausur am 16.7. und Nachklausur am 22.10.05. Mitbringen: Stu-
dentenausweis, Personalausweis, Papier, Stifte. Weitere erlaubte Hilfsmittel:
keine.

Alle Informationen zur Vorlesung finden Sie auch auf der Webseite
http://reh.math.uni-duesseldorf.de/%7Eag/lina2/
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Aufgabe 1. Sei @ : V x V — K eine Hermitesche Form auf einem K-
Vektorraum V. Das Radikal Vy C V ist der Untervektorraum aller Vektoren
x €V, fir die ®(z,y) = 0 fur alle y € V' gilt.

(i) Priifen Sie, dass die Abbildung
VIiVoxV/Vo — K, (a+ Vo, b+ Vp) — P(a,b)

wohldefiniert ist und eine nichtentartete Hermitesche Form auf V/V} liefert.

(ii) Bestimmen Sie das Radikal der Hermitesche Form

@(.’E,y) = ($1,$2,x3) l 2 1 ?j2
i 1 1) \g

auf V = C3.

Aufgabe 2. (i) Zeigen Sie, dafl ®(4, B) = Tr(AB?) ein komplexes Skalar-
produkt auf dem Vektorraum Mat,,(C) ist.

(ii) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement der antisymmetrischen Ma-
trizen, und das orthogonale Komplement der Diagonalmatrizen.

(iii) Berechnen Sie jeweils die adjungierte Abbildung zu den Abbildungen
A A, A SA, A— TAT™!. Hierbei sind S € Mat,,(C) und T € GL,(C)
vorgegeben.



Aufgabe 3. (i) Verifizieren Sie, dafl ®(f, g) f f(2)g(x)dx ein komplexes

Skalarprodukt auf dem Vektorraum V' C C[z] aller Polynome vom Grad < n
1st.

(ii) Geben Sie fiir n = 4 eine Basis fiir das orthogonale Komplement der
konstanten Polynome an, und eine Basis fiir das orthogonale Komplement
der Polynome mit f(0) = 0.

(iii) Berechnen Sie fiir n = 3 die zu f +— f’ adjungierte Abbildung.

Aufgabe 4. Sei K ein Korper der Charakteristik # 2, und V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum. Sei V' = U @ U’ eine Summenzerlegung und
p: V — V der entsprechende Projektor auf U = p(V') entlang U’ = kern(p).
Sei weiterhin V' = W @ W’ eine zweite Summenzerlegung und ¢ : V" — V der
Projektor auf W entlang .

(i) Zeigen Sie, daB p+ ¢ genau dann ein Projektor ist, wenn pg = ¢gp = 0 gilt.

(ii) Angenommen, p + ¢ is ein Projektor. Beweisen Sie, dafi in diesem Falle
V=UaWa U NW’) gilt, und dal p+ ¢ der Projektor auf U & W entlang
U NW' ist.

Abgabe: Bis Montag, den 9.5. um 11:10 Uhr in den Zettelké&sten.

Wegen dem Feiertag Christi Himmelfahrt werden die Ubungsgruppen diese
Woche vom Donnerstag, den 5.5. auf Freitag, den 6.5. verlegt. Gruppe 1
findet von 9-11 Uhr in 25.13.U1.33 statt, Gruppe 2 und 3 von 14-16 Uhr in
25.13.U1.30.
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Aufgabe 1. Sei f : V — V ein normaler Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen unitiren Vektorraumes V. Zeigen Sie: Wenn f3 = f2, dann ist
f ein Projektor. Gilt diese Aussage auch fiir nichtnormale Endomorphismen?

Aufgabe 2. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
unitaren Vektorraumes V', und f* : V — V seine adjungierte Abbildung.
Beweisen Sie, daB f genau dann normal ist, wenn f* = Y7 A f* fiir ein
Polynom )" , \it" € C[t] gilt.

Aufgabe 3. Sei V' ein C-Vektorraum. Ist ® : V' x V' — C eine Sesquilinear-
form, so zerlegen wir

®(z,y) = B(w,y) +1iC(z,y)

in Realteil B(x,y) € R und Imaginérteil C(z,y) € R.
(i) Verifizieren Sie, da8 B : V. xV — Rund C : V xV — R zwei R-

Bilinearformen auf dem R-Vektorraum V sind.

(ii) Zeigen Sie, daf die Bilinearformen B und C invariant unter der Multipli-
kation mit ¢ € C sind. Mit anderen Worten, es gilt B(iz,iy) = B(x,y) und
Cliz,iy) = C(x,y).

(iii) Beweisen Sie, dafl die Abbildung ® — B eine R-lineare Bijektion zwi-
schen dem C-Vektorraum aller Sesquilinearformen ¢ : V' x V' — C und dem
R-Vektorraum aller unter der Multiplikation mit ¢ € C invarianten Bilinear-
formen B : V x V — R liefert.

(iv) Zeigen Sie, dafl die drei Aussagen dquivalent sind: ® ist Hermitesch, B
ist symmetrisch, C' ist antisymmetrisch.



Aufgabe 4. Seien f,g : V — V zwei diagonalisierbare Endomorphismen
eines endlich-dimensionalen K-Vektorraumes V. Beweisen Sie, dal fg = gf
genau dann gilt, wenn es eine Basis z1,..., 2, € V gibt so, dal sowohl f als
auch ¢ beziiglich dieser Basis durch Diagonalmatrizen beschrieben werden.

Abgabe: Bis Dienstag, den 17.5. um 9:00 Uhr in den Zettelkésten.

Wegen dem Feiertag Pfingsmontag wird das néichste Ubungsblatt bereits in
den Ubungen am Donnerstag, den 12.5. ausgeteilt.



Mathematisches Institut SS 2005
Heinrich-Heine-Universitat
Prof. Dr. Stefan Schroer

Ubungen zur Linearen Algebra II

Blatt 6

Aufgabe 1. Sei f : V — V ein Automorphismus eines endlich-dimensionalen
unitdren Vektorraumes V', und f = s+ a die Zerlegung in selbstadjungierten
und antiselbstadjungierten Teil. Zeigen Sie, da} f genau dann normal ist,
wenn sa = as gilt.

Aufgabe 2. Sei V ein K-Vektorraum und f : V — V ein Endomorphis-
mus. Sei A € K ein Skalar, und V, C V der M\-Eigenraum und V* C V der
verallgemeinerte A\-Eigenraum von f. Sei nun g : V' — V ein weiterer Endo-
morphismus mit fg = gf. Zeigen Sie, daf die Untervektorrdume Vy und V*
g-invariant sind.

Aufgabe 3. Bekanntlich besteht das Zentrum ZG einer Gruppe G aus allen
Gruppenelementen a € G, fiir die ga = ag fiir alle g € G gilt. Beweisen Sie,
daB das Zentrum ZU(n) der unitaren Gruppe U(n) iiber dem Korper C aus
allen Skalarmatrizen A = oF mit o € C vom Betrag |a| = 1 besteht.

Aufgabe 4. Sei V' ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum. Ein En-
domorphismus p : V' — V., der selbstadjungiert ist und dessen Eigenwerte
reelle Zahlen A; > 0 sind, heifit nichtnegativ. Sei nun f : V — V ein Endo-
morphismus, der nicht notwendigerweise bijektiv ist.

(i) Beweisen Sie, daf es eine Polarzerlegung f = pu mit einem nichtnegativen
Endomorphismus p und einem unitéren Isomorphismus v gibt.

(ii) Zeigen Sie, daBl diese Zerlegung genau dann eindeutig ist, wenn der Endo-
morphismus f bijektiv ist.

Abgabe: Bis Montag, den 23.5. um 11:10 Uhr in den Zettelkésten.
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Aufgabe 1. Sei V ein unitédrer Vektorraum und @ sein Skalarprodukt.
(i) Verifizieren Sie die Polarisierungsformel
T+ Yo T—Yuo  THW o Ty
o = ||—=||* — || —= A | | P
(@) = 122 = I g g i 2
fiir alle Vektoren x,y € V.
(ii) Kann es nichtorthogonale Vektoren x,y € V' geben, fiir die Formel von

Pythagoras [l + y[* = [[«]* + [ly|* gilt?

Aufgabe 2. Zeigen Sie, daf} es iiber den Korpern K = Fy, Q, C symmetrische
2 x 2-Matrizen gibt, die sich nicht diagonalisieren lassen.

Aufgabe 3. Sei V ein komplexer Vektorraum, und G C Aut(V') eine Un-
tergruppe. Ein Skalarprodukt & : V x V — C heifit G-invariant, wenn
®(gz,gy) = P(z,y) fir alle Gruppenelemente g € G und alle Vektoren
xz,y €V gilt.

(i) Sei G die Gruppe aller Skalarmultiplikationen ¢ = aidy mit o € C vom
Betrag |a| = 1. Verifizieren Sie, daf} jedes Skalarprodukt G-invariant ist.

(ii) Angenommen, V' # 0 und G enthilt eine Skalarmultiplikation g = aidy
mit |a| # 1. Zeigen Sie, daf kein Skalarprodukt G-invariant ist.

(iii) Sei nun G C Aut(V) eine endliche Untergruppe. Beweisen Sie, dafl es
ein G-invariantes Skalarprodukt geben muss.



Aufgabe 4. Sei V ein komplexer Vektorraum, U = V' der zugrundeliegende
reelle Vektorraum, und

1:U—U, x+—1x

die Skalarmultiplikation mit ¢ € C, aufgefafit als R-lineare Abbildung. Wir
betrachten nun die Komplexifizierung Us = U & iU und die induzierte
komplex-lineare Abbildung I¢ : Uc — Ug. Seien V', V" C Uc die Eigenrdume
von I¢ zu den Eigenwerten i, —i € C.

(i) Priifen Sie, dafl I nicht diagonalisierbar ist.

(i) Zeigen Sie, daB I diagonalisierbar ist, und 4 die einzigen Eigenwerte
sind. Mit anderen Worten: die kanonische Abbildung V' & V" — Ug ist
bijektiv.

(iii) Beweisen Sie, daf} die komplexe Konjugation = + iy = x—iy auf U diese
beiden Eigenrdume vertauscht, das heifit V/ = V.

(iv) Folgern Sie, daB UNV’' =0 und U N V" = 0 gilt.
Abgabe: Bis Montag, den 30.5. um 11:10 Uhr in den Zettelkésten.
Wegen dem Feiertag Fronleichnam werden die Ubungsgruppen diese Woche

vom Donnerstag, den 26.5. auf Freitag, den 27.5. verlegt. Gruppe 1 findet von
9-11 Uhr in 25.13.U1.33 statt, Gruppe 2 und 3 von 14-16 Uhr in 25.13.U1.30.
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Aufgabe 1. Sei V ein endlich-dimensionaler unitéarer Vektorraum, und f :
V' — V ein Endomorphismus. Zeigen Sie, dafl es eine Orthonormalbasis
x1,...,x, €V gibt so, daf§ die Matrix A € Mat,(C) von f zu dieser Ba-
sis eine obere Dreiecksmatrix ist. Kann man die Orthogonalbasis immer so
wéhlen, dafl A eine Jordan-Blockmatrix ist?

Aufgabe 2. (i) Zeigen Sie, daB A € GLy(C) genau dann unitér ist, wenn es

von der Form
A=« < u, U)
-7 U

mit [|ul]? + ||v]]* =1 und |a| = 1 ist.

(ii) Zeigen Sie, dal B € GLy(R) genau genau dann orthogonal ist, wenn es

von der Form .
7= (g )

mit ¢ € R und € = £1 ist.

(iii) Wir versehen nun den R? mit der symmetrischen Bilinearform ®(z,y) =
T1Y1 — ToYo. Beweisen Sie, daB C' € GL2(R) genau dann eine Isometrie
beziiglich ® ist, wenn es von der Form

B cosh(¢) esinh(¢)
C==+ (sinh(<b) ecosh(¢)>

mit ¢ € R und € = +1 ist. Hierbei sind cosh(z) = (e*4+€7*)/2 und sinh(x) =
(e* — e ") /2 der Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus.



Aufgabe 3. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
unitdren Vektorraumes V. Beweisen Sie, daBl Tr(f*f) > 0 gilt, und dafl
Tr(f*f) = 0 genau dann eintritt, wenn f = 0.

Aufgabe 4. Sei V' C Maty(C) der reelle Untervektorraum, der von den drei
Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 10
re(a) 2= () (o 5

erzeugt wird. Wir definieren & : V x V - Rund ¥ : V x V — V durch

®(A,B) = Tr(w) und W(A,B) = AB = B4
4 2
(i) Verifizieren Sie, daf§ ® ein Skalarprodukt auf V ist, daB || A|| = /— det(A)

gilt, und daf} die Abbildung
fZR3—>‘/, f(a):alPl—i—ang—{—ang

eine Isometrie von euklidischen Vektorraumen ist.

(ii) Beweisen Sie, dafi fiir jede unitére Matrix S € U(2) die Abbildung
gs:V —V, A+ SAS™!

orthogonal ist, und dafl U(2) — O(V), S — gs ein Gruppenhomomorphismus
ist.

(iii) Sei S € SU(2), geschrieben als S = pE — iR mit p € Rund R € V.
Zeigen Sie, dafl fiir alle Vektoren A € V' die Formel

gs(A) = (p* = ||R|*) A+ 20(R, A)R + 2p¥(R, A)
gilt. Folgern Sie, dafl die Rotationsachse von gg durch RR C V' gegeben wird.

Abgabe: Bis Montag, den 6.6. um 11:10 Uhr in den Zettelké&sten.



Mathematisches Institut SS 2005
Heinrich-Heine-Universitat
Prof. Dr. Stefan Schroer

Ubungen zur Linearen Algebra II

Blatt 9

Aufgabe 1. Sei V' ein Minkowski-Raum der Dimension n > 2. Wir wahlen
einen Vektor x € V|, x # 0 und betrachten sein orthogonales Komplement
U = (Rx)*. Berechnen Sie Dimension und Signatur von U, in Abh#ingigkeit
davon, ob der Vektor x raumartig, zeitartig, oder lichtartig ist.

Aufgabe 2. Sei V' C Maty(C) der reelle Vektorraum aller Hermiteschen
Matrizen, versehen mit der Bilinearform

O:VxV—R, ®A B)=det(A)+det(B) — det(A+ B).

(i) Zeigen Sie, daB ® von Signatur (3,1) ist, und V' somit ein Minkowski-
Raum wird.

(ii) Verifizieren Sie, daf ein Vektor A € V', A # 0 genau dann raumartig ist,
wenn det(A) < 0, und genau dann zeitartig ist, wenn det(A) > 0.

(iii) Sei E € V der durch die Einheitsmatrix gegebene zeitartige Vektor,
und U C V sein orthogonales Komplement, und V' = RE & U die induzierte
orthogonale Zerlegung. Zeigen Sie, dafl ein Vektor A € V' genau dann positive
Zeitkoordinate beziiglich F hat, wenn Tr(A) > 0.

(iv) Sei S € SLy(C). Beweisen Sie, dafl die Abbildung
gs:V —V, Ar— SAS

eine Isometrie des Minkowski-Raumes ist, und dafl die induzierte Abbildung
SLy(C) — O(V), S — gs ein Gruppenhomomorphismus ist.



Aufgabe 3. Sei f : U — U ein Endomorphismus eines m-dimensionalen K-
Vektorraumes, und ¢ : V' — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen
K-Vektorraumes, und

fRg: UV —URV, z@yr f(z)®g(y)

der induzierte Endomorphismus.

(1) Zeigen Sie det(f ® g) = det(f)" - det(g)™. Tip: Betrachten Sie die beiden
Spezialfille f = idy und g = idy.

(ii) Zeigen Sie weiterhin Tr(f ® g) = Tr(f) Tr(g).

Aufgabe 4. Seien U,V zwei K-Vektorraume.

(i) Zu jedem (a,b) € U x V sel x4y ein formales Symbol. Wir betrachten
den K-Vektorraum E = @ Kx,y, wobei die Summe iiber alle (a,b) € U x V
lauft. Weiterhin sei R C E der Untervektorraum, der von den Vektoren

Trata'h — AMap — Loy Und  Tg by — UTap — Tay

erzeugt wird, wobei a,a’ € U und b, € V und A\, u € K. Sei Q = E/R der
Quotientenvektorraum. Beweisen Sie, dafl

UxV —Q, (a,b)vr— [xa]

bilinear ist, und dafl ) die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts besitzt.
Mit anderen Worten, es gilt Q = U ® V.

(ii) Seien U,V nun endlich-dimensional. Sei B der K-Vektorraum der Bili-
nearformen ¢ : U x V — K, und BY = Homg (B, K) sein Dualraum. Wir
definieren eine Abbildung

L:UXxV — BY, (z,y) — (®— &(z,y)).

Zeigen Sie, daf ¢ bilinear ist, und daBl BY die universelle Eigenschaft des
Tensorprodukts besitzt. Es gilt also BY =U ® V.

Abgabe: Bis Montag, den 13.6. um 11:10 Uhr in den Zettelkésten.
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Aufgabe 1. Seien A, B € Mat,(C) zwei Hermitesche Matrizen. Wir wis-
sen, daf} die Eigenwerte von Hermiteschen Matrizen reelle Zahlen sind. Wir
schreiben nun die Eigenwerte \; < ... < A, von A der Grofle nach angeord-
net hin, wobei sie geméfl ihrer Multiplizitdt wiederholt werden. Ensprechend
seien py < ... < py, die Eigenwerte von B. Sind dann die n Summen

)‘1+N17 )\2+M2, SR )\n+/1/n
die Eigenwerte der Hermiteschen Matrix C' = A + B?

Aufgabe 2. Seien U und V zwei K-Vektorraume.

(i) Seien @ € U und b € V zwei Vektoren, und a ® b € U ® V' ihre Tensorpro-
dukt. Zeigen Sie, dafl a ® b = 0 genau dann gilt, wenn entweder a = 0 oder
b=0.

(ii) Seien nun a,a’ € U und b,b’ € V vier Vektoren, alle # 0. Beweisen Sie,
daBl a @b = d’ @ genau dann gilt, wenn es ein Skalar A € K, A # 0 gibt so,
daB a’ = Aa und ¥ = \71b.

(iii) Sei p > 0 eine Primzahl. Wieviele der Vektoren x € ;' ® [y sind von
der Form x = a ® b fiir gewisse a € F}' und b € F};? Wieviele sind nicht von
dieser Form?



Aufgabe 3. (i) Sei U ein K-Vektorraum, V' ein 1-dimensionaler K-Vektorraum,
und b € V', b # 0 ein Vektor. Zeigen Sie, dal die Abbildung

U—URRV, ar—a®b

linear und bijektiv ist.
(ii) Seien U,V zwei K-Vektorrdume von Dimension > 2. Zeigen Sie, dafl das
Bild der bilinearen Abbildung

UxV —U®V, (a,b)r—a®b

kein Untervektorraum des Tensorprodukts U ® V' sein kann.

Aufgabe 4. Seien f : U — U und g : V — V Endomorphismen von endlich-
dimensionalen Vektorrdumen, und f ® g : U ® V — U ® V der induzierte
Endomorphismus auf dem Tensorprodukt.

(i) Beweisen Sie, dafl f ® g genau dann nilpotent ist, wenn f oder g nilpotent
ist.

(ii) Angenommen, f und g sind trigonalisierbar. Zeigen Sie, dafl auch f ® g
trigonalisierbar ist.

(iii) Folgt umgekehrt aus der Trigonalisierbarkeit von f ® g, dafi f oder g
trigonalisierbar ist?

Abgabe: Bis Montag, den 20.6. um 11:10 Uhr in den Zettelkésten.
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Aufgabe 1. Sei A : K* — K3 der durch eine 3x 3-Matrix A = («;;) gegebene
Endomorphismus.

(i) Driicken Sie die Koeffizienten ¢y, o, c3 im charakteristischen Polynom
xa(t) =3 — c1t* + cot — ¢3 durch die Matrixeintriige «; aus.

(i) Wihlen Sie eine Basis xq, 19, 73 € A%(K?), und berechnen Sie dazu die
Matrix B der induzierten linearen Abbildung A?(A) : A*(K3) — A?(K?3).

(iii) Verifizieren Sie, daff Tr(B) = ¢, gilt.

Aufgabe 2. Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Seien xz,y € V zwei Vektoren. Zeigen Sie, dal z Ay € A*(V) genau dann
der Nullvektor ist, wenn & = Ay oder y = Az fiir ein Skalar A € K gilt.

(ii) Sei e; € V, i € I eine Basis, und
T = Z /\i6i7 Y= Zuieiv Z'/ = Z )\gelﬁ y/ = Z/’L’/Lel

vier Vektoren aus V. Beweisen Sie, daf in A%(V) genau dann x Ay = 2/ Ao/
gilt, wenn \;jpu; — Aju; = Npl; — Ny fiir alle Paare @ < j aus [ gilt.

(iii) Sei V = K® und ey, 9, e3 € V die Standardbasis. Gegeben seien Vektoren
x = ey + pges + pgez € V ound

Y= Aeg Aes+ e Aes+ Asep Aey € A2(V).

Stellen sie x Ay € A*(V) in der Form ae; A e3 A ez mit a € K dar.



Aufgabe 3. Sei f : V — W ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen.
Beweisen Sie, dafl die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Die lineare Abbildung f : V' — W hat Rang < r.
(ii) Die induzierte lineare Abbildung A"(f) : A"(V)) — A"(W) ist die Nullab-
bildung.

Aufgabe 4. Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalar-
produkt ®. Ist y € V ein Vektor y # 0, so definieren wir einen Endomorphis-
mus

O(z,y)
S,V —V, z+——x-2 Y.
! @(y,y)
(i) Zeigen sie s,(y) = —y, und s,(z) = z fir € (Ry)*, sowie s2 = idy.

Verifizieren Sie weiterhin, daf die lineare Abbildung s, orthogonal ist.

(ii) Sei ¢ € R ein vorgegenber Winkel. Setzen wir y = (1,0) € R?. Finden
Sie einen Vektor ¢’ € R? mit

(eos(go) - sin(@)) s,

sin()  cos(p)

(iii) Folgern Sie, daB jede orthogonale Abbildung f : V' — V von der Form
f = 8y,5y, - - . 8y, fir gewisse Vektoren yi,...,y, € V ist.

Abgabe: Bis Montag, den 27.6. um 11:10 Uhr in den Zettelkésten.

Klausur/Nachklausur: Alle Bachelor-Mathematik-Studenten miissen sich
im Priifungssekretariat (Raum 25.13.03.32, Frau Simons) diese Woche zur
Klausur/Nachklausur anmelden.

Unabhéngig davon miissen sich alle Studenten in dieser Woche in der Vorle-
sung oder den Ubungen zur Klausur/Nachklausur anmelden.

Um zu Klausur/Nachklausur zugelassen zu werden, miissen Sie bis Blatt 12
96 Punkte erreicht und einmal vorgerechnet haben.

Proseminar im WS 05/06: Im Wintersemester findet ein Proseminar iiber
Darstellungen von endlichen Gruppen statt, das speziell auf Sie zugeschnit-
ten ist. Schauen Sie sich den Aushang an. Eine Vorbesprechung findet am
Montag, den 18.7. nach der Vorlesung statt. Alle interessierten Studenten
sind herzlich eingeladen.
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Aufgabe 1. Sei A € SO(3) ein Element der speziellen orthogonalen Gruppe,
also eine reelle 3 x 3-Matrix mit AA* = E und det(A) = 1. Sei m > 0 die
geometrische Multiplizitat zum Eigenwert A = 1.

(i) Zeigen Sie, dal m > 1 gilt, und dal m > 2 genau dann gilt, wenn A = E.
(ii) Gilt diese Aussage auch fiir Matrizen A € O(3)7

Aufgabe 2. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n = dim(V'), und sei
0 < k < n eine natiirliche Zahl. Beweisen Sie, daf} die bilineare Abbildung

O APV x AVHV) — AV,  (x,y) — T Ay

nichtentartet ist. Mit anderen Worten: Zu jedem x # 0 gibt es ein y mit
x Ay # 0, und zu jedem y # 0 gibt es ein x mit x Ay # 0.

Aufgabe 3. Sei V' ein K-Vektorraum von gerader Dimension dim(V) = 2n.

(i) Seien ay,...,a, € V,und y = a; A...Aa, der resultierende Vektor in der
duleren Potenz A"(V'). Zeigen Sie, dal y Ay = 0 in A**(V) gilt.

(ii) Sei nun V von Dimension 4, und ey,...,e4 € V eine Basis, und die
Charakteristik von K sei # 2. Folgern Sie aus (i), da§ der Vektor

y=e Nes+ezAeg € N2(V)

sich nicht als y = a1 A ay mit a1, as € V schreiben la8t.



Aufgabe 4. Sei V ein K-Vektorraum, und U, U’ C V zwei Untervektorraume,
und n > 0 eine natirliche Zahl. Wir erhalten drei Untervektorrdume

AMU), AMU), AMUNU)
in der duflere Potenz A™(V'). Beweisen Sie, daf§

A" (U)NAMU) = A" (UNT")
gilt.

Abgabe: Bis Montag, den 4.7. um 11:10 Uhr in den Zettelké&sten.
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Aufgabe 1. Sei GL™(R) die Gruppe aller reellen 2 x 2-Matrizen mit De-
terminante det(A) > 0, und H = {z € C | Im(z) > 0} die obere Halbebene.
Fir

A:((é Z)eGL;(R) und z € H

definieren wir Az = Zjig Verifizieren Sie, dafl die komplexe Zahl Az in der

oberen Halbebene liegt, und rechnene Sie nach, da3 die Abbildung

GLj(R) x H — H, (A, z)+— Az

eine Gruppenwirkung ist. Mit anderen Worten: Es gilt Ez = z fiir die Ein-
heitsmatrix F, und es gilt A(Bz) = (AB)z fiir alle A, B € GLj (R).

Aufgabe 2. Sei V ein n-dimensionaler C-Vektorraum, und f : V — V
ein Endomorphismus mit Determinante det(f) = 1. Wir setzen ( = e2™/™.
Beweisen Sie, dafl die n-ten Einheitswurzeln 1,¢,...,(""! € C genau dann
Eigenwerte von f sind, wenn die Endomorphismen A"(f) : A™(V) — A"(V)
fir r =1,...,n — 1 Spur Null haben.

Aufgabe 3. Beweisen Sie, da8 die Gruppe H = SO(2) x SO(2) nicht iso-
morph zu einer Untergruppe von G = SO(3) ist.



Aufgabe 4. (i) Sei V ein K-Vektorraum, versehen mit einer Bilinearform
®:V xV — K, und r > 0 eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, daf} es genau
eine Bilinearform ¥ : A"(V) x A"(V) — K gibt mit

\I/<{L’1 VANIAN Tr, Y1 VANRIAN yr) = det(@(wz, yj)lgi,jgr)

firalle zy,...,z, € Vund y1,...,y, € V. Man bezeichnet diese Bilinearform
auch als die r-te dufere Potenz von ® und schreibt ¥ = A"(®).

(ii) Angenommen, V" ist ein reeller Vektorraum, und @ ist ein Skalarprodukt
auf V. Zeigen Sie, dafl dann auch A" (®) ein Skalarprodukt auf A"(V) ist.

Abgabe: Bis Montag, den 11.7. um 11:10 Uhr in den Zettelkésten.

Tutorium fiir Nachklausur: Vom 10.-13.10. wird es ein Tutorium geben,
das von Frau Yulia Polyakova und Herrn Sasa Novakovich geleitet wird. Das
Tutorium gibt ihnen Gelegenheit, Begriffe zu wiederholen, Fragen zu stellen,
Aufgaben durchzurechnen, und sich so auf die Nachklausur vorzubereiten.
Néheres wird durch Aushang bekannt gegeben.

Proseminar im WS 05/06: Im Wintersemester findet ein Proseminar tiber
Darstellungen von endlichen Gruppen statt, das speziell auf Sie zugeschnit-
ten ist. Schauen Sie sich den Aushang an. Eine Vorbesprechung findet am
Montag, den 18.7. nach der Vorlesung im Seminarraum 25.22.02.81 statt.
Alle interessierten Studenten sind herzlich eingeladen.



