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Losungsskizze zu Blatt 4

Aufgabe 1. Offenbar ist (1,1) nicht der Nullvektor 0 = (0,0), also ist die
1-elementige Familie (1,1) € R? linear unabhangig. Nach Proposition der
Vorlesung sind (1, 1), (t3,t) € R? linear abhingig genau dann, wenn (t%,¢) =
(A, A) fiir ein A € R, also wenn t* = ¢ gilt. Diese quadratische Gleichung
hat als Losungen ¢ = 0 und ¢ = 1. Die Vektoren (1, 1), (t?,¢) € R? sind also
genau dann linear abhangig, wenn ¢ = 0 oder ¢ = 1 gilt.

Aufgabe 2. Angenommen, \cos+pusin = 0 als Abbildungen R — R. Das
bedeutet A cos(x)+psin(z) = 0 fiir alle reellen Zahlen x. Setzt man x = 0 ein
und benutzt cos(0) = 1 und sin(0) = 0, so ergibt sich A = 0. Da sin(7w/2) =1
folgt weiterhin p = 0. Nach Kriterium fiir lineare Unabhéngigkeit miissen
cos,sin € V' linear unabhangig sein.

Aufgabe 3. (i) Nein! Angenommen, es gibe einen Koérper K und einen K-
Vektorraum V mit V = U U U’ fiir zwei echte Untervektorraume U, U’ C V.
DaU, U #V gibtesx € V\U' undeinz’ € V\U. DaV =UUU' muB x € U
und ' € U’ gelten. Betrachte nun das Element y = x+2' € V =U U U".
OE sei y € U. Dann ist 2’ =y — x € U, Widerspruch.

(ii) Ja! Wahle als Korper K = Fy und als Vektorraum V = F2. Offenbar
besteht V aus vier Elementen: Dem Nullvektor und drei weiteren Vektoren
x1, 29, w3 € V. Setze U; = (x;). Offenbar gilt V' = U; U Uy U Us.

Aufgabe 4. |, Erzeugendensystem”: Sei x € V beliebig. Da z,...,x, € V
eine Basis von V' als C-Vektorraum ist, gilt x = > A\;z; fiir gewisse komplexe
Zahlen \; € C. Schreibe \; = a; + 3;¢; fur gewisse reelle Zahlen «;, 3;, wobei
B; = Im();)/Im(;); hierbei benutzen wir die Voraussetzung Im(¢;) # 0.

Folglich ist
=3 Ny = (3 agzy) + (O Biéiay)



Linearkombination mit reellen Koeffizienten aus den x4, ..., z,, & 121, .. ., £pn.

,,Jlinear unabhéngig®“: Angenommen, es gilt

0= ajzy)+ (O Bi&z))

fir gewisse reelle Zahlen «;,3;. Betrachte die komplexen Zahlen A\, =
a; + B;€;. Dann gilt 0 = Y A\jz;. Da die x; € C linear unabhéngig
iiber C sind, folgt A\; = 0, also 0 = Im()\;) = §;Im(¢;), folglich 3; = 0.
Weiterhin folgt a; = X\; + 3;§; = 0. Nach Kriterium sind die Vektoren
X1,y Ty, &1, ..., &y, € Vo linear unabhangig iiber R.



