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Losungsskizze zu Blatt 6

Aufgabe 1.
010 a d b e
1 00 b el =1a d
0 01 c f c f
1 2 . 3 —x\ (3 4-=x
x 3 0 2 /) \3z —a?
3 —x\ (1 2\ _ (3- x? 6 —3x
0 2 x 3 2x 6
3
(1 = =2 0)- 2| = (3 —4x)
T
7
3 3 3z -6 0
-2 -2 n—2x 4 0
x| <1 v =2 O) I x? —2x 0
7 7 Tx —14 0

Aufgabe 2. Nach der Dimensionsformel gilt
dlm(U1 + Ug) + dlm(U1 N UQ) = N1+ Na.

Gilt ny,me > n/2, so erhalten wir zusammen mit dim(U; + Us) < n die
Abschatzung

lel(Ul ng) =Ny + No —d1m(U1+U2) > n/2+n/2—n: 0.



Folglich ist U; N Uy # 0. Ist dagegen ny,ms < n/2, so ergibt sich analog
dim(U; + Us) = ny +ne —dim(Uy NUs) < n/2+n/2 =n.
Nach Satz der Vorlesung muss dann U; 4+ Uy # V sein.

Aufgabe 3. (i) Wir verifizieren zunéchst die Linearitét der formalen Ableitung
Pi— P': Seien P =) A\, X" und @ = > 11, X" und a € K. Dann gilt

(P + Q) (X) = (Q_(aXy + jun) X™)'

n>0

= Z n(ad, + ) X"
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e Z nA, X"t 4 Z N X"

n>1 n>1

= aP'(X) +Q(X).

Wir zeigen nun die Linearitdat von f. Seien nun P, () € V3 und a € K. Dann
gilt

flaP+Q)(X) = —(aP + Q)'(X* +1)
= (—aP' + Q) (X* +1)
=a(-P(X?+1)+ (-Q'(X*+1))
= (af(P) + f(Q))(X).

(i) Am zweckmaéssigsten wihlt man die beiden Standardbasen
LX, X2 X3eV, und 1,X,X2% X3 X'eV,.
Dann gilt
f(1)=0, f(X)=-1, f(X?)=2-22% f(X?) =-3(X?-1)?=-3+6X2-3X"

Die Matrix von f beziiglich dieser Basen ist somit

0 -1 2 =3
0 0 0 0
0 0 -2 6
0 0 0 0
0o 0 0 -3



Aufgabe 4. Wir zeigen durch vollstandige Induktion nach » > 1, daf} die

Eintrage )\g) des r-fachen Matrizenprodukts A" fiir j > i—r+1 verschwinden.

Hierbei steht in /\E;) der obere Index in Klammern, um den Ausdruck von
der r-fachen Potenz zu unterscheiden. Da jedes Indexpaar 1 < ¢,7 < n die
Bedingung j > i—n+1 erfiillt, impliziert der Fall » = n die gesuchte Aussage
A" = 0.

Induktionsanfang ,,r = 17: Die Aussage gilt offenbar fiir r = 1.

Induktionsschritt ,,r — 1 = r”: Sei nun r > 2. Angenommen, die Be-
hauptung gilt bereits fiir r — 1. Wegen A” = A™! . A gilt dann

(r) _ (r=1)
/\ij - Z)\is Asj-
s=1

Nach Voraussetzung gilt A\;; = 0 fiir j > s, und nach Induktionsannahme gilt
A 0 fiirs>i— (r—1)+1=1i—r+ 2. Foglich
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i—r+1
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AP =0 A
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Fir j > ¢ —r+ 1 ist dies die leere Summe, und dann gilt )\Z(;) = 0.



