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Losungsskizze zu Blatt 9

Aufgabe 1. Zu zeigen: det(AB) = det(A)det(B). Seien A = (%) und
B=(2Y). Also

det(AB) = det (av—irbx aw+by)

cv+dr cw—+dy
= (av + bz)(cw + dy) — (cv + dx)(aw + by)
= avdy + bxcw — cvby — draw

und
det(A) det(B) = (ad — be)(vy — wz) = advy — adwz — bevy + bewz.
Offenbar stimmen diese Ergebnisse tiberein.
Aufgabe 2. Wihle als Basis die Standardbasis
Ey1, Eo, By, Esy € Mat(2, K) =V

und schreibe A = aF11+bF 12+ cEs +dFEs. Gemafl den Multiplikationsregeln
gilt

AFE = aby + cEy, EnA=aFEy +bEs,

AE1 = aFEyy + cEy, EpA=cEy +dEps,

AFEy = bE11 +dEy, Ey A= aFEy + bFEs,

AFEy = bE + dEy, FEypA = cEy + dEss.

Folglich ist
b a—-d 0 0

c 0 d—a —c
0 c -b 0



die Matrix von f beziiglich der Basis Fi1, E12, Fo1, Eos.

Aufgabe 3. Es gilt sgn(c) = (—1)""'. Beweis durch vollstandige Induktion.
Induktionsanfang n = 1: Dann ist ¢ = id, und es gilt sgn(id) = 1. Induk-
tionsschritt: Sei nun n > 2, und die Behauptung gelte bereits fiir n — 1.
Betrachte die Transposition 7 € S,,, welche 1, n vertauscht. Dann ist

(1 2 ... n—=2 n—-1 n
=23 ... n-1 1 =
Fassen wir 7o als Permutation von {1,2,...,n — 1} auf, so liefert die In-

duktionshypothese sgn(7)sgn(o) = sgn(ro) = (—1)". Da sgn(7) = —1 folgt
sgn(o) = (—1)"*.

Aufgabe 4. (i) U” ist als Durchschnitt von Untervektorrdumen wieder ein
Untervektorraum. Sei nun A € K und z,y € U’, etwa f*(z) = 0 und f/(y) =
0. Wahle ein n > 4,j. Dann ist f"(z) = f**(f%(x)) = 0, und ebenso
f™(y) =0. Also z,y € ker(f"), somit x + Ay € ker(f™) C U’. Somit ist auch
die Vereinigungsmenge U’ ein Untervektorraum.

(ii) Wir nutzen folgende Beobachtung aus: Die ker(f*) C V bilden eine
aufsteigende Folge von Untervektorraumen. Dann gilt ker(f™) = ker(f™*!) =
... fur ein m > 0, da V endlich-dimensional ist. Die im(f*) C V bilden eine
absteigende Kette von Untervektorrdumen, und es gilt entsprechen im(f™) =
im(f"™!) = ... fiir ein n > 0. Ohne Einschrankung sei m = n. Dann gilt
insbesondere U’ = ker(f™) und U” = im(f™).

Sei nun x € U'NU". Es gilt also z = f™(y) fir ein y € V. Dann
0= f"(x) = f*"(y). Da ker(f*") = ker(f™) folgt x = f™(y) = 0.

Sei nun x € V. Da im(f™) = im(f*™) ist f™(z) = f*"(y) fireiny € V.
Betrachte die Zerlegung

z= (= ") + ")
Offenbar ist ' =z — f™(y) € ker(f™) = U" und f™(y) € im(f™) =U".
Aufgabe 1*.

Aufgabe 2*. Seien A = (*_;)und B = (_; '). Offenbar sind A, B zueinan-
der konjugiert genau dann, wenn es ein invertierbares S = (2Y) gibt mit
SA = BS. Matrizenmultiplikation liefert

b —1 a b
SA = (d _C) und BS = (—ic —id)'



Die Gleichung SA = BS gilt also genau dann, wenn

Letzteres gilt beispielsweise fiira = 1,b =1¢,¢ = 1,d = —i. Fiir diese Eintrage
ist det(S) = ad — be = —2i # 0, also ist so ein S auch invertierbar.

Aufgabe 3*. Sei zq,...,1,, € V eine Basis, und I die Menge aller Abbil-
dungen
i:{l,...,n} —{1,...,m}.

Diese Menge ist endlich und enthalt m™ Elemente. Wir betrachten die lineare
Abbildung

Y Mult,(V, K) — K, f— (i = f(ziq), - s Timy)-

Es reicht zu zeigen, dafi die Abbildung injektiv ist. Sei f € ker(y). Seien
Y1,---,Yn € V. Schreibe y; = Z?(l):l Aiy iy Wegen der Multilinearitat
gilt
F- ) = T Mo @iy, - i) = 0.
iel j=1

Somit ist 1 injektiv.

Aufgabe 4*. Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so wihle X = Aund Y = F.

Sei nun A = (CCL Z) mit ¢ # 0. Dann gilt

6 -0

Als Produkt von invertierbaren Matrizen ist dies invertierbar, also ¢ = b —
ad/c # 0. Multiplikation von links mit léc/ 1(/)6 ergibt §}. Die Existenz
der Zerlegung ergibt sich nun daraus, dal Produkte und Inverse von oberen
Dreiecksmatrizen wieder obere Dreiecksmatrizen sind.

Angenommen, die beiden Alternativen gelten gleichzeitig. Dann ist

. {01
v = (01),

und das miifite ein obere Dreickesmatrix sein, Widerspruch.



