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Übungen zur Linearen Algebra I

Lösungsskizze zu Blatt 13

Aufgabe 1. Das charakteristische Polynom ist

χA(T ) = T 2 − (a + d)T + ad + bb̄,

und das hat Diskriminante

∆ = (a + d)2 − 4(ad + bb̄) = (a− d)2 − 4bb̄.

Da a, d rein imaginär, ist (a−d)2 eine reelle Zahl 6 0. Folglich ist ∆ eine relle
Zahl 6 0. Gilt ∆ < 0 so hat χA(T ) zwei verschiedene komplexe Wurzeln,
und A ist nach Satz diagonalisierbar. Gilt ∆ = 0, so muss (a− d)2 = 0 und
bb̄ = 0 gelten, somit a = d und b = 0, und schliesslich c = −b̄ = 0. In dem
Fall ist also A bereits diagonal.

Aufgabe 2. (i) Seien A = (αij) und B = (βij) hermitesch, also αji = ᾱij,
und entsprechendes für die βij. Ist λ ∈ R, so gilt für die Einträge αij + λβij

von A + λB:
αji + λβji = ᾱij + λ̄β̄ij = αij + λβij

Somit ist H ⊂ Mat(n, C) eine R-Untervektorraum.

(ii) Sei Eij ∈ Mat(n, C) die Standardbasis. Wie man leicht nachrechnet,
ist

E11, . . . , Enn

zusammen mit
Eij + Eji,

√
−1Eij −

√
−1Eji, i < j

eine R-Basis für H. Es gilt also

dimR(H) = n + 2(1 + 2 + . . . + (n− 1)) = n + 2n(n− 1)/2 = n2.



Aufgabe 3. Sei x1, . . . , xn ∈ Cn eine Orthogonalbasis, mit Eigenwerten
ε1, . . . , εn ∈ R. Dann gilt Φ(Axi, xj) = εiδij. Für beliebige x =

∑
λixi folgt

dann
Φ(Ax, x) =

∑
i,j

λiλ̄jΦ(Axi, xj) =
∑

i

λiλ̄iεi ∈ R.

Aufgabe 4. (i) Die Matrix von f bezüglich der Basis x1, . . . , xn ist

A =


0 1
1 0 0

. . . . . .
...

1 0


Nach Blatt 10, Aufgabe 4 ist dann χf (T ) = T n − 1.

(ii) Sei K = C. Dann sind die komplexen Zahlen e2kπi/n, k = 0, . . . , n− 1
paarweise verschiedene Wurzeln von χf (T ) = T n − 1, das somit in Linear-
faktoren zerfällt. Nach Satz ist f diagonalisierbar.

(iii) Sei K = R und n ≥ 3. Dann ist die komplexe Wurzel e2πi/n keine
reelle Zahl. Folglich kann χf (T ) ∈ R[T ] nicht in Linearfaktoren zerfallen.
Nach Satz ist f nicht trigonalisierbar.

(iv) Sei K = F3 und n = 3. Dann zerfällt χf (T ) = T 3 − 1 = (T − 1)3 in
Linearfaktoren, somit ist f trigonalisierbar. Da f nur einen Eigenwert hat
und A keine Diagonalmatrix ist, kann f nicht diagonalisierbar sein.


