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Aufgabe 1. Nein, nilpotente Matrizen bilden i.A. keine additive Gruppe (nur
solche die wechselseitg kommutieren). Im Fall dimV = 2 wihle eine Basis von
V' und definiere drei Endomorphismen, welche durch die folgenden drei Matrizen

gegeben werden.
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Nun ist einerseits die linke Matrix invertierbar (und damit nicht nilpotent), aber
andererseits sind die Matrizen der rechten Seite nilpotent.

Im Fall dimV > 2, kann man einen zweidimensionalen Unterraum U C V
wéhlen, auf obige Weise drei Endomorphismen auf U konstruieren, und durch Null
auf V fortsetzen.

Aufgabe 2. Wir geben zwei Beweise. Erst ein langer elementarer:

Bezeichne mit U, C K" den Unterraum, welcher durch ey, ..., e, aufgespannt
wird, wobei ey, ..., e, die Standardbasis des K" bezeichne und setze Uy = {0}.

Sei A € Mat(n, K) eine Matrix mit oberer Dreiecksgestalt. Dann gelten die
Inklusionen

A(ek) C Up_1 + arper  und A(Uk) Cc Uy (1

)
Hat A verschwindende Diagonalelemente, so folgt hieraus A(ey) C Uy_1, also A(Uy) C
Uy_1 und damit A"(K™) = A"(U,) C A*"Y(Uy_,) C --- C A(U;y) = {0}; also ist A
nilpotent.
Ist andererseits A nilpotent mit A™ = 0, so folgt aus der ersten Inklusion in (1)
fir jedes k =1,...,n

0=A"(ey) C A" N(Up_1 + arger) C Up_1 + A™ Hagger) C Up_1 + (ag)™ex,

dass (agx)™er in Ug_1 liegt, was aber nur moglich ist, falls (ax,)™ = 0 und damit
arr = 0 erfillt ist.

Nun zum zweiten kurzen Beweis: Sei A = (a;;);; € Mat(n, K') eine Matrix mit
oberer Dreiecksgestalt. Dann ist die Menge der Diagonalelemente gleich der Menge
der Eigenwerte, also gilt

A nilpotent < Spec(A) ={0} < a;=0furallei=1,...,n



Aufgabe 3. Bezeichne den nilpotenten Endomorphismus U — U mit f. Wir
suchen eine Zerlegung U = U; & --- & U, in zyklische Untervektordume U; =
(i, f(), 2 (), oy S () mit f™(z;) = 0 und m; minimal und m; > my >
.-+ > my. Die Vektoren

w1, flar), .. M N @), 2, fl22), ., [N (@), x, f (), [ ()

bilden dann eine Basis von U und die zugehotrige Matrix von f hat dann die gesuchte
Jordan-Normalform.
Jm, (0)
J =
Jm. (0)

Bevor wir mit der Arbeit beginnen, erinnern wir uns an das allgemeine Rezept,
um zu einem nilpotenten Endomorphismus f die GroBen m; der Jordan-Blécke zu
bestimmen. Definiere b; als die Anzahl aller m; mit m; = ¢, also die Anzahl aller
Jordanblocke der Grosse i. Offenbar ist b; = 0 fiir ¢« > n. Nun ist iiberraschenderweise
die Kenntnis aller b; zu der Kenntnis aller m; dquivalent. Dies ist anhand des Young-
tableau zu der Familie mq; > mqy > - -+ > my einleuchtend.
Es reicht folglich die b; zu bestimmen. Nach Vorlesung gilt die niitzliche rekursive
Gleichung
rk(f) =1-big1 +2-biga+ -+ .

Wegen b; = 0 fiir ¢« > n folgt hieraus

rk(fnfl) =b,
k(f72) = by + 2bs
rk(f"%) = bp_o + 2b,_1 + 3b, 2)

rk(fl) =by 4+ 3bs+ -+ +nb,
Aus der Gleichung

kann man schliesslich auch b, errechnen, sobald b,, ..., b, bekannt sind.

Wenden wir uns nun dem gegeben Endomorphismus zu. Der Vektorraum U wird
von den Monomen T*, ¢ = 0,...,5 aufgespannt und es gilt f(7%) = ¢T"'. Je nach
Charakteristik von IF,, (diese ist gleich p) wird der Koeflizient hier 0. Die zu f gehorige
Matrix lautet dann

S OO O oo
o OO O -
S OO N O
S O W o O

O O = O OO
OO O OO

000 0

Wegen der einfachen Gestalt von A lassen sich die Potenzen A, A2,--- | A* leicht
berechnen. Deren Rénge lauten dann je nach Charakteristik wie folgt:
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kA 1kA? kA rkA* 1k A°

p>7 5 4 3 2 1
p=5 4 3 2 1 0
p=3 4 2 0 0 0
p=2 3 0 0 0 0

Daraus erhilt man die b; aus (2) und (3)

b6 b5 b4 b3 b 2 bl

p>7 1 0 0 0 0 0
p=5 0 1 0 0 0 1
p=3 0 0 0 2 0 0
p=2 0 0 0 0 3 0

Im Fall p = 5 gibt es also einen Jordanblock der Grofle 6 und keine kleineren Blécke
(usw. fiir p = 3 und p = 2 ) Wir erhalten also die folgenden Jordan-Normalformen:

p>T J = (J6(O))
p=5 J— J5(0) OO))

0 Ji
Js(0) 0
p=3J=1"y J3(0>)
J(0)0 0
p=2 J=| 0 Ko o0
0 0 Jy(0)

Die Jordan-Normalformen kénnen wir in dieser Aufgabe aber auch durch Raten
(schneller) bestimmen. Betrachten wir zuerst den Fall mit p > 7. Dann sind die
iterierten Bilder von f*(T®) die Vektoren T°,5T%,20T%,6072,1207,120 und jeder
Vektor ist ungleich null. Also ist U = (T®, f(T°),..., f>(T?)) zyklisch. Die Jordan-

Normalform von f lautet daher
J = (Js(0))

Ist p = 5, so gilt f(T°) = 0 und f(T*) # 0 sonst. Also ist der Unterraum
Uy := (T*,4T3,12T%, 24T, 24) zyklische und hat Dimension 5. Ein zweiter zklische
Unterraum ist Uy := (T®) und es gilt Uy N Uy = {0}, und U = U; + Uy, also
U = U, ® Uy und die Jordan-Normalform von f ist daher

/= (J5(§0) Jl?O))

Im Fall p = 3 ist f(T3) = 0 und f(T*) # 0 sonst. Man rechnet dann nach,
dass Uy := (T°,5T*,207T3) und U, := (T? 2T,2) zyklische Unterriume sind mit
U = U; ® U,. Die Jordan-Normalform lautet dann

=% o)



Gilt letztlich p = 2, dann ist genau dann f(7%) = 0, wenn k gerade ist. Man
erhiilt hieraus die zyklischen Unterriume U; := (T°,5T%), Uy := (T3,3T?) und
Us :=(T,1) mit U = U; & Uy @ Us und die Jordan-Normalform ist

J(0) 0 0



Aufgabe 4. Eine Matrix

a b
A= <c d> € Mat(2,F,)

ist genau dann nilpotent, wenn fiir das charakteristische Polynom gilt

T? = xA(T)=T* - (a+d)T + ad — be
—d=—-a und da®+bc=0.

Im Fall ¢ # 0 ist b durch b = —a?/c eindeutig bestimmt. Die Anzahl dieser
Matrizen ist daher

#{(c.a) € Fjlc #0} = (p— 1)p.

Im Fall ¢ = 0, d.h. A hat obere Dreieicksgestalt, ist A genau dann nilpotent,
wenn a = 0 = d gilt nach Aufgabe 2. Fiir b diirfen dann alle Werte angenommen
werden, es gibt also

#Fp =D

Moglichkeiten. Insgesamt gibt es also (p — 1)p + p = p* nilpotente Matrizen.



