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Aufgabe 1. Das charakteristische Polynom von A ist x4(7) = T*(T + 1)? und
zerfillt daher in Linearfaktoren. Daher ist A triagonalisierbar. Ferner hat A zwei
Eigenwerte Ay = 0 und Ay = —1, jeweils mit algebraischer Multiplizitdt m, = 2.
Fiir die Jordanblocke Jp,,,(A;) € Mat(m;;, Q), j = 1,...,s; zum Eigenwert \; gilt
Zj m;; = m;. In unserem Fall gibt es also héchstens zwei Kombinationen:

(i) s; =2 mit my =1 und my = 1,
(i) s; =1 mit m;; = 2.

Die erste Moglichkeit tritt genau dann auf, wenn die geometrische Multiplizitat m;
mit der algebraischen m; iibereinstimmt.
Wir rechnen fiir \; = 0 nach, dass

my = dimker(A — A\ Id) = dimker A = 4 —rk(A4) =1 < m].

gilt. Also liegt Fall (ii) vor. Fiir Ay = —1 ist

my = dimker(A — Ao Id) = dimker(A + Id) = dim <
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Aufgabe 2. Sei A € Mat(3,R) eine nichttriagonalisierbare Matrix, d.h. das cha-
rakteristische Polynom x4(7") € R[T] zerfillt nicht vollsténdig in Linearfaktoren.
Andererseits zerféllt das charakteristische Polynom iiber dem Koérper C, welcher al-
gebraisch abgeschlossen ist und R enthélt. Es reicht zu zeigen, dass die Eigenwerte
paarweise verschieden sind, um zu beweisen, dass A iiber C diagonalisierbar ist.

Seien Aj, Ao, A3 € C die Eigenwerte von A (ohne Vielfachheit gezdhlt). Da x4
ungeraden Grad besitzt, existiert mindestens eine reele Nullstelle; o.E. sei daher
A3 € R angenommen. Ferner ist x4 invariant unter komplexer Konjugation, da es
iiber R definiert ist. Es folgt

(T = M)(T = Xo)(T = X3) = xa(T) = xa(T) = (T = M )(T = M) (T — Xg).

Daher bildet komplexe Konjugation eine Permutation o von {, A;, Ao}. Allerdings
ist 0 = Id ausgeschlossen, da sonst alle Eigenwerte reell wéren und folglich x4
bereits iiber R zerfallen wiirde. Dies impliziert Ay # Ao und A\; = X, also sind alle
Eigenwerte paarweise verschieden.

Aufgabe 3. Fiir eine Matrix A € Mat(3,F,) konnen hochstens drei verschiedene
Jordan-Normalformen auftreten:

(i) J=(J(N)=10 A
0 0

A1 0
(ii) J = (JM) I )> =10 X 0] mit \,u €T,

J1(N) A
(iii) J = Ji(p) =10

Jl (V) 0

Wir zihlen im ersten Fall N; = p und im zweiten Fall Ny = p? Méglichkeiten. Im
dritten Fall ist zu beachten, dagss ine Permutationen nicht mehrfach gezahlt werden.
Wir erhalten N3 = (p +§_1) = W (ungeordnetes Ziehen von 3 Kugeln aus einer
Urne mit p Kugeln und Zuriicklegen).

Die Gesamtanzahl lautet somit

p® + 9% + 8p

N:N1+N2+N3: 6



Aufgabe 4. Im Spezialfall A = J,(\) lautet die Zerlegung

o0 -~ 0 0 1 0 --- 0 1 A\
o0 -+ 0 1 0 O -~ 0 1 X O
Jn(A) = . =: F,-I,(\)
01 o 0 1 X 0 0
10 - 0 A0 0
Daraus erhélt man die Zerlegung einer Jordan-Normalform
Iny (A1) 0 0
S 0 Jny(A2) 0 0
0 0 Ju.(As)
Fnl Im (>‘1) 0 0
0 F., - I,(X) 0 0
F, 0 0 I, (\) 0
0 F, O 0 0 I,(A2) O 0
0 0 F,, 0 0 I, (\s)
=F-I()\)

Letztlich kann jede triagonalisierbare Matrix A in eine Jordan-Normalform transfor-
miert werden, d.h. es existiert eine invertierbare Matrix 7" und eine Jordan-Matrix
J mit A =TJT~!. Dies liefert die Zerlegung

A=TFINT '=TFT" - (TH ' I(\)T!
mit symmetrischen Faktoren, wegen
(TFT)' = (T*)'F'T* = TFT!

und
(@) 1NT™) = (@ T = (@) T



