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Aufgabe 1. Um eine bessere Ubersicht zu erzielen, notieren wir unter + und -
jeweils, zu welchem Raum diese Operationen gehoren.

(i) b ist additiv: Seien z,y € V beliebig gegeben. Wir miissen zeigen, dass b(x+y)
hs
und b(z) + b(y) als Linearformen V* — K identisch sind. Es gilt fiir alle
(V)=

fev:
bz +y)(f) = flz +y) (Def. von b)
= f@) + f(y) (f additiv)
= b(x f);b( y)(f) (Def. von b)
— (b VT) b(y ) (f) (Def. der Addition in V*)

Folglich sind b(x 4 y) V* — K und b(x) ( +) b(y): V* — K identisch.
V*)*

(i) b ist homogen: Sei x € V und A € K beliebig gegeben. Dann gilt fiir alle

fev
b(A . 2)(f) = F(A @) (Def. von b)
=A- f( ) (f homogen)
= A N b(x)(f) (Def. von b)
= (/\ . b(x)) (f) (Def. der Skalarmult. in V*)

Daher stimmen die b(A . z): V* — K und A W b(z): V* — K tberein.



Aufgabe 2.

(i)

Die charakterischen Polynome x;, und xj+ stimmen iiberein, da

n(T) = det(h — TTdy) 2 det ((h — T1dy)*) = det(h* — TTdy-) = - (T),
wobei die Gleichung (x) auf der folgenden Tatsache beruht:

Lemma 1. Sei f: V — V ein Endomorphismus auf einem endlich dimen-
sionalen Vektorraum. Dann gilt

det(f) = det(f*)

Beweis: Wahle eine Basis zy,...,x, von V. Dies induziert die duale Basis
x¥, ...,z von V*. Nach Vorlesung ist Mat”(f)" = Mat® (f*) und fiir jede
quadratische Matrix A gilt det A = det A’. Da die Determinante eines Endo-
morphismus sich gerade als Determinante einer darstellenden Matrix berech-
nen lisst gilt det(f) = det (Mat?(f)) und det(f*) = det (MatZ.(f*)). Zusam-
men ergibt dies

det(f) = det (Mat?(f)) = det (MatZ(f)") = det (MatZ. (f*)) = det(f*)

Ferner gilt fiir jedes Polynom p = Y7 _,a; 1" € K[T|

T T

p(h) = 3 a(k?y = 3 ai(h) = p(h)",

=0 1=0

also ist p(h*) genau dann der Null-Endomorphismus, wenn p(h)* der Null-
Endomorphismus ist. Letzteres ist genau dann der Fall wenn p(h) der Null-
Endomorphismus ist. Daher sind auch p; und py+ identisch.

h ist genau dann trigonalisierbar (bzw. diagonalisierbar, bzw. halbeinfach),
wenn p, in Linearfaktoren zerfallt (bzw. in paarweise verschiedene Linearfak-
toren zerfallt, bzw. separabel ist). Wegen u; = py- folgt daher die Behaup-
tung.



Aufgabe 3. s ist linear, weil fir a,b € V und A\ € R gilt

R ) I () NSV Vi () B
s(a4+ Ab) =a+ Ab—2 7o) Yy 2f(y)y+Ab 2f(y)y (a) + As(b)
Nun zum Minimalpolynom. Aus
) — flx) \ o) — f(z) e
F(s(2)) = £(x) 2f(—f(y)y)—f() 285 1(5) = - f1a)
et (s(2)) (@) (@)
_Sx_fsx o flx _—fx .
sos@) = sle) = 2rg Y=o =y m 2 Y=

also ist s> — Idy = 0. Wegen char R # 2 und s # +Idy ist daher
ps =T —1=(T+1)(T—1)

Insbesondere ist s diagonalisierbar, da das Minimalpolynom in paarweise verschiedene
Linearfaktoren zerfallt. Um die Jordan-Normalform zu bestimmen, reicht es folglich
die Dimension der Eigenraume Vi und V_; auszurechnen. Es gilt V} = ker f, denn
fiir x € V ist genau dann x € V;, wenn

Ozs(:lc)—m:2M

)’

also genau dann wenn f(x) = 0 erfiillt ist. An f(y) # 0, sehen wir, dass f: V — K
surjektiv ist und errechnen schliellich

dimV; = dimker f = dimim f —dimV =1—n
dimV_i=n—-dimV; =1
Aufgabe 4. Es reicht zu zeigen, dass die Familie ¢ = (¢a;)ackien von nicht-
negativen ganzen Zahlen ¢); = rank(f — AIdy)’, ¢ € N, A\ € K die Jordan-
Normalform eines trigonalisierbaren Endomorphismus eindeutig festlegen.

Definiere dafiir die Unterraume Vi = ker(f—A1Idy)". Sie sind in eine aufsteigende
Kette von Inklusionen angeordnet

{ocvicvic---cVic.---CcV

Fiir jedes A € K wird obige Kette fiir grosse ¢ stationar, da V' endlich-dimensional ist.
Es gibt also ein ig € N, so dass fiir alle u > i, stets Vi = V)fﬂ. Der Untervektorraum
Vi = V/\iO ist der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert A\. Nach Vorlesung
ist fiir jedes A der Unterraum V() f-invariant, also auch f — AId-invariant, und

b= = Aldy) v, s Vi — Vi

ist nilpotent. Ferner ist nach Vorlesung die kanonische Abbildung €@, , Viny — V
ein Isomorphismus, da f trigonalisierbar ist; d.h. V ist in f-invariante Unterraume
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Vin zerlegt und die Jordan-Normalform von f ist eindeutig durch die Jordan-
Normalformen der nilpotenten Endomorphismen fy: V(,) — V() bestimmt. Wir
fixieren nun ein beliebiges A € K. Die Dimension

ny = dim Vi) = llgglo dim Vi = 11220(” — ©ri)
ist eindeutig durch ¢ festgelegt. Da f, nilpotent ist, folgt aus der Theorie fiir
nilpotente Endomorphismen, dass die Anzahl by 4 der Jordan-Blocke der Grole d
in der Jordan-Normalform von f zum Eigenwert A (welches die Anzahl der Jordan-
Blocke der Grofle d in der Jordan-Normalform von f) zum Eigenwert 0 ist), der
folgenden Rekursionsgleichung geniigt:

rank(ff\) = b)\7i+1 + Qb/\,i+2 + -

Die Summe ist endlich, da by ; = 0 fiir 7 > n,. Hieraus kann man by ,,,, bx n,—1,---br2
rekursiv ausrechnen und erhalt by ; durch Umformen der Gleichung

ny =bx1 + 2052+ -+ n\byn,

Es reicht daher zu zeigen, dass die Riange rank(f}) durch ¢ eindeutig bestimmt sind.
Hierfiir benotigen wir das folgende

Lemma 2. Der Unterraum @V# Vivy ist f — XNd-invariant und die Einschrankung
von f — AIdy auf diesen ist ein Isomorphismus.

Beweis: Sei x € V gegeben. Ist (f — Ad)(z) € Vi), dh. (f — M) ((f —
AMd)(z)) = 0 fiir ein 4, so ist (f — AId)"(z) = 0 und folglich = € V{,. Folglich ist
D, 23 Vi) ist ein f—Ald-invarianter Unterraum. Die Einschrankung von f—AId auf
diesen ist injektiv (und somit bijektiv), denn fiir z € P, V(») mit (f—Ald)(z) =0
gilt z € VI C V), also 2 = 0.

O
Da auch V() ein f — Ald-invarianter Unterraum ist, folgt hieraus
ori = rank(f — A1d)’
= rank(f — A1d)’|y, + rank(f — Md)iy@mv@)
= rank(f;) + dim @ Vi) (1)

[N
= rank(f}) +n — ny

also ist '
rank(f}y) = pr; —n + ny

eindeutig durch ¢ bestimmt.



