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Aufgabe 1. Angenommen QQ' = Q'Q fir alle ()’ € H. Dann sind die folgenden

Gleichungen identisch

QI =al +bI* +c¢JI +dKI = —bE +al +dJ — cK
IQ=al +bI*+clJ+dIK = —bE 4 al — dJ + cK,

so dass d = —d und ¢ = —c gelten muss, was nur im Fall ¢ = 0 = d moglich ist.
Analog folgt aus der Gleichheit der néchsten Gleichungen

QJ=aJ +blJ+cJ*+dKJ = —cE —dl + aJ + bK
JQ=aJ +bJI+cJ*+dJK = —cE +dI + aJ — bK,

dass b = 0 gelten muss.

Aufgabe 2. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einer alternieren-
den Bilinearform ®: V' x V' — R. Nach Definition ist eine symplektische Transvek-
tion ein Endomorphismus

tap: V=V, z—ax+p O(a,x) a

fir a € V'\ {0} und p € R. Nach Vorlesung kann man eine Basis z1,...,z, von V
wahlen, so dass t,, durch die Matrix
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dargestellt wird. Ist p = 0, so ist A die Identitat und daher in Jordan-Normalform.
Wir kénnen daher p # 0 annehmen. Beachte, dass A durch die folgenden Gleichun-
gen bestimmt ist:

tap(x1) =21 und tg,(z2) = pr1 + 22 und ¢, ,(z;) = a; flir ¢ > 3
Definiert man y := px1, so sind diese Gleichungen zu den folgenden aquivalent:

tap(y) =y und t,,(x2) =y+2zo und t,,(z;) =x; firi >3
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Also ist die darstellende Matrix von ¢, , in der Basis xs,y,3,...,2, in Jordan-
Normalform
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Aufgabe 3. Da das Minimalpolynom s in verschiedene Linearfaktoren zerfallt,
ist f diagonalisierbar. Ferner sind a und a’ die einzigen Eigenwerte, also spannen
deren Eigenrdume U bzw. U’ den ganzen Vektorraum V auf, d.h. V ~ U & U’.
Also gibt es fiir jeden Vektor v € V' genau zwei Eigenvektoren v € U’ € U’ mit
v=u+u undes gilt f(v) = f(u)+ f(v') = au + a'u.

Angenommen, es gilt a = —1, ' =1 und U L U’ (d.h. fiir alle uw € U, v’ € U’ ist
(u,u') =0). Dann ist f eine Isometrie, da fiir alle v; = u; + u}, i = 1,2 gilt

(f(v1), f(v2)) = (—ur + uy, —uz + us)
= (—uy, —ug) + (—ug, uh) + (uy, —ug) + (U}, uy)
= (u1, ug) + (uj, uy)
= (U1, uz) + (U1, ug) + (U, uz) + (U, us)
= (v1,v2)

Ist umgekehrt f eine Isometrie, so gilt fir A € {a,a’} und v # 0 mit f(v) = v
0 (v,v) = (f(v), f(v)) = (M, \v) = \{v,v)

Daher gilt a®> = 1 = a’*. Wegen a,a’ € R und a < o' ist dies nur fir a = —1 und
a’ = 1 erfiillt. Ferner ist U L U’, denn fiir u € U,u' € U gilt

0= (f(v), f(v)) — (v,v) = (W —u, v’ —u) — (U +u,u +u) = -4, u)

Aufgabe 4.

(i) Nach Wahl einer Basis induziert jede Matrix A € SO(3) eine Isometrie f: R® —
R? beziiglich des Standard-Skalarproduktes ® auf R? mit det f = 1. Nach Vor-
lesung ist f immer ein Produkt von Spiegelungen sy o---os,. Ferner wurde in
der Vorlesung angemerkt, dass man stehts r < dim(R?) = 3 einrichten kann,
da ® ein Skalarprodukt ist. Auflerdem wurde bemerkt, dass jede Isometrie
mit Determinante gleich 1 nur in eine gerade Anzahl von Spiegelungen zerlegt
werden kann. Also gilt f = s; 0 ss.

(ii) Sei B das Produkt zweier orthogonaler Spiegelungen B = S, - S,. Dann gilt
fiir alle v € ut Novt =: W
Bxr=5,S52=S,x==x
Wegen dim W = dimu* Novt > dimut + dimvt — dimR* = 3+ 3 — 4 = 2 ist
W # 0, also ist 1 ein Eigenwert von B.

Definiert man B := — Idgs, so ist B € SO(4), hat aber nicht den Eigenwert 1
und kann demnach nicht das Produkt zweier Spiegelungen sein.



