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Aufgabe 1. Sei R ein Ring, p C R ein Primideal und z € Spec(R) der
entsprechende Punkt. Verifizieren Sie, dass es einen Korper K und einen Ho-
momorphismus ¢ : R — K gibt so, dass das Bild der induzierten Abbildung

f : Spec(K) — Spec(R)
aus dem Punkt = € Spec(R) besteht.
Aufgabe 2. Beschreiben und skizzieren Sie die stetige Abbildung
1 + Spec(C[T]) — Spec(Q[T]),

welche durch die kanonische Inklusion Q[T'] C C[T] induziert wird, indem
Sie Bilder und Urbilder angeben.

Aufgabe 3. Zeigen Sie mit dem Zornschen Lemma, dass jeder quasikompak-
te Kolmogoroff-Raum X # () einen abgeschlossenen Punkt a € X enthilt.
Geben Sie weiterhin ein Beispiel fiir einen Kolmogoroff-Raum Y # () an, der
keinen abgeschlossenen Punkt besitzt.



Aufgabe 4. Sei R ein Ring und Ry C R, A € L eine Familie von Unterringen
mit R = | J Ry. Diese Familie sei filtriert, das heifit zu je zwei Indices o, f € L
gebe es einen weiteren Index A\ € L mit R,, Rg C Ry. Setze X = Spec(R)
und X, = Spec(R)). Beweisen Sie, dass die resultierende Abbildung

X ——%-E{E()(A)

ein Homoomorphismus ist. Hierbei ist der inverese Limes

m(X,) C 11X

AEL AL

der Unterraum aller Tupel (x,), welche x5 — z,, fiir alle Inklusionen R,, C Ry
erfiillen.

Abgabe: Bis Freitag, den 28. April um 8:25 Uhr im Zettelkasten.

Zulassungsvoraussetzung zur miindlichen Priifung: 40% = 88 Punkte
der insgesamt 220 = 11 x 4 x 5 Punkte auf den elf Ubungsblétter.
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Aufgabe 1. Seien ay,...,a, C R Ideale. Zeigen Sie durch Induktion nach
n > 2, dass die Diagonalabbildung

R— R/a; x ... x R/a,, x+— (zmoday,...,z mod a,)
surjektiv ist genau dann, wenn die Ideale a4, ..., a, paarweise koprim sind.
Aufgabe 2. Sei R ein Ring und X = Spec(R) sein Spektrum. Die Menge

OpCl(X) = {U C X | U ist offen und abgeschlossen}

ist mit den drei Operationen

U— XU UV)—UUV und (U, V)—UNV

sowie der Inkusionsrelation U C V ausgestattet. Wie sehen diese auf der
Menge Idem(R) aller idempotenten Element e € R aus?

Aufgabe 3. Sei k ein Korper, A € Mat, (k) eine Matrix und R C Mat,, (k)
die davon erzeugte Unteralgebra. Beschreiben Sie den topologischen Raum

X = Spec(R)

und die Restekorper k(z) = k(p). Wie hingt dies mit den Eigenwerten A der
Matrix zusammen, die im Grundkdrper k oder dem algebraischen Abschluss
k liegen?



Aufgabe 4. Sei R ein Ring, X = Spec(R) sein Spektrum, z € X ein Punkt
und p C R das entsprechende Primideal. Sei a C R das Ideal, welches von den

in p enthaltenen Idempotenten e € R erzeugt wird, und Z = V' (a). Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

(i) Die Teilmenge Z C X ist der Durchschnitt aller Umgebungen von = € X,
die zugleich offen und abgeschlossen sind.

(ii) Der Raum Z ist zusammenhéngend.

(iii) Die abgeschlossene Menge Z ist die Zusammenhangskomponente des
Punktes x € X.

Abgabe: Bis Freitag, den 5. Mai um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei R ein Ring und a,b C R zwei Ideale.

(i) Verifizieren Sie die Gleichheit sowie die Inklusion
Vanb=+vanvb und Vva+b>Va+ V.

(ii) Geben Sie mit R = k[x,y] ein Beispiel dafiir an, dass im allgemeinen

Va+b#Va+ V.

Aufgabe 2. Sei ¢ : R — A ein Homomorphismus von Ringen,
f: X =Spec(A) — Spec(R) =Y

die induzierte stetige Abbildung, a C A ein Ideal und Z = V' (a) die resultie-
rende abgeschlossene Menge in X.

(i) Geben Sie ein Beispiel dafiir, dass die Bildmenge f(Z) C Y im allgemeinen
nicht abgeschlossen ist.

(ii) Was ist das Radikalideal b C R zur abgeschlossenen Menge f(Z) C Y?

Aufgabe 3. Sei K ein Korper und K C L eine endliche Galois-Erweiterung,
mit Galois-Gruppe G = Gal(L/K). Schreiben Sie den Ring R = L @k L als
Produkt von Korpern und zeigen Sie, dass jedes Ideal a C R ein Radikalideal
ist. Benutzen Sie dabei, dass fiir gewisse a € L die konjugierten Elemente
o(a) € L eine K-Basis bilden.

Aufgabe 4. Sei X eine kompakte Mannigfaltigkeit und R = € (X) der Ring
der stetigen Funktionen f: X — R.

(i) Zeigen Sie, dass X in kanonischer Weise als Unterraum aller abgeschlos-
senen Punkte von Y = Spec(R) aufgefasst werden kann.

(ii) Folgern Sie, dass zwei kompakte Mannigfaltigkeiten X und X’ homéomorph
sind genau dann, wenn die Ringe R = ¢’ (X) und R’ = ¢ (X’) isomorph sind.

Abgabe: Bis Freitag, den 12. Mai um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei R ein Ring und a C R ein Ideal, dass im Jacobsen-Radikal
Rad(R) enthalten ist. Sei ¢ : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln,
und ¢ : M — N die auf M = M/aM und N = N/aN die induzierte
Abbildung. Angenommen, NN ist endlich erzeugt. Folgern Sie

@ : M — N surjektiv. = ¢ : M — N surjektiv
aus dem Nakayama-Lemma.

Aufgabe 2. Sei R ein Ring und a C R ein Ideal, das im Jacobson-Radikal
Rad(R) enthalten ist, und M ein R-Modul mit der Eigenschaft aM = M.
Nach dem Nakayama-Lemma muss also M = 0, falls M endlich erzeugt ist.

(i) Geben Sie ein Beispiel mit M # 0, wobei M nicht endlich erzeugt ist.
(i) Beweisen Sie, dass trotzdem M = 0 gilt, sofern a nilpotent ist, also a™ = 0

fir ein n > 0.

Aufgabe 3. Sei R ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter projektiver
R-Modul, also ein direkter Summand eines freien Moduls R®", n > 0. Zeigen
Sie mit dem Nakayama-Lemma, dass dann M bereits frei sein muss.

Aufgabe 4. Beweisen Sie, dass ein Ring R bereits noethersch ist, sofern
jedes Primideal p C R endlich erzeugt ist. Tipp: Betrachten Sie die geordnete
Menge aller Ideale, die nicht endlich erzeugt sind, sowie geeignete Summen-
und Colonideale

p+(f)={a+bflaepbe R}, (p:f)={a€R|afep}

Abgabe: Bis Freitag, den 19. Mai um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei R C A eine Ringerweiterung, wobei der R-Modul A frei ist.

(i) Angenommen, der Ring A ist artinsch oder noethersch. Verifizieren Sie,
dass der Unterring R die gleiche Eigenschaft hat.

(ii) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass (i) im Allgemeinen falsch ist,
falls keine Annahme an den R-Modul A gemacht wird.

Aufgabe 2. Sei R ein noetherscher Ring, b C R ein Ideal, und a = v/b das
zugehorige Radikalideal. Verifizieren Sie, dass a” C b fiir ein gewisses n > 0
gilt.

Aufgabe 3. Sei R ein noetherscher Ring, M ein endlich-erzeugter R-Modul
und f € R ein Skalar. Zeigen Sie, dass die Homothetie

M — M, ar— fa

injektiv ist genau dann, wenn f nicht in der Vereinigung der assozierten
Primideale p € Ass(M) liegt.

Aufgabe 4. Sei k ein Grundkorper, T eine Unbestimmte, und
R=J KT
n>1
der Ring der formalen Puiseux-Reihen. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(i) Das Spektrum X = Spec(R) ist der Sierpinski-Raum X = {0, n}.
(ii) Der Ring R ist lokal aber nicht-noethersch.

(iii) Der Restekorper k = R/mp ist als R-Modul nicht von endlicher Présen-
tation.

Abgabe: Bis Freitag, den 26. Mai um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei R ein Ring, S C R ein multiplikatives System und M ein
R-Modul. Verifizieren Sie, dass die Relation

(s,a) ~ (s',d') <= 3Ite€ Rmitt(sa' —sa)=0
auf der Menge S x M eine Aquivalenzrelation ist, und dass Addition und
Skalarmultiplikation

b +7rb b b
a+ _ sa 7’7 f-—:f—

r S rs S S

auf der Lokalisierung S~'M wohldefiniert sind.

Aufgabe 2. Sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen. Wir betrachten die
zyklische Gruppe
M =17/28Z

als R-Modul. Berechnen Sie die Lokalisierung M/ fiir die beiden ganzen Zah-
len f =2und f =5.

Aufgabe 3. Sei R ein Ring und f € R. Zeigen Sie, dass die R-Algebra Ry
isomorph zu R[T]/(fT — 1) ist.



Aufgabe 4. Sei R ein Ring und S C R ein multiplikatives System. Wir
bilden die Familie py C R, A € L der zu S disjunkten Primideale, und setzen
S = R~ |Jpa. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Die Teilmenge S C R ist ein multiplikatives System, welches S enthélt.
(i) Ist @ € R Teiler eines Elements s € S, so folgt bereits a € S.
(iii) Die kanonische Abbildung

ST'R — S7'R, LN
S S

ist bijektiv.

Abgabe: Bis Freitag, den 2. Juni um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Seien X und Y topologische Rdume, f : X — Y eine stetige
Abbildung und .# eine abelsche Garbe auf X. Wir definieren eine Préigarbe
f«(F) auf Y durch

DV fu(F)) =T(f1(V), )
sowie den Restriktionsabbildungen

-1
resy; = res}c,lg)) .

Verifizieren Sie, dass es sich bei diese Pragarbe um eine Garbe handelt (die
sogenannte direkte Bildgarbe), und berechnen Sie die Halme f,(.%#),.

Aufgabe 2. Sei X ein topologischer Raum, V' C X eine offene Teilmenge,
und % eine abelsche Garbe auf V. Es bezeichen i : V' — X die Inklusions-
abbildung. Wir definieren eine abelsche Prégarbe 4(.%) auf X durch

I'U,%#) wenn U CV;

0 sonst,

LU, i (7)) :{

sowie den offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Verifizieren Sie, dass die-
se Priagarbe eine Garbe ist (die sogenannte Fortsetzung durch Null), und
berechnen Sie die Halme i/(.%),..

Aufgabe 3. Sei X ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe. Wir
definieren eine abelsche Pragarbe durch

G wenn U nichtleer;

0 sonst.

T(U,7) = {

Unter welchen Voraussetzungen an X und G handelt es sich um eine Garbe?



Aufgabe 4. (i) Sei R ein Ring, N ein R-Modul, und M, M’ C N zwei
Untermoduln. Zeigen Sie, dass die Inklusion M C M’ als Untermoduln von
N genau dann gilt, wenn

M, C M; als Untermoduln von N,

fiir alle Primideale p C R der Fall ist.

(ii) Verallgemeinern Sie diese Aussage auf topologische Rdume und abelsche

Garben.

Abgabe: Bis Freitag, den 9. Juni um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei F' ein Korper und R C F ein lokaler Unterring. Zeigen Sie,
dass die Inklusionsabbildung ein lokaler Homomorphismus ist genau dann,
wenn der Ring R ein Korper ist.

Aufgabe 2. Sei X = Spec(R) das Spektrum eines lokalen Rings R. Beweisen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) X ist nichtleer;

(ii) X ist irreduzibel;

(iii) X ist zusammenhéngend;

(iv) X ist noethersch.

Aufgabe 3. Sei R = k[T1, T3] der Polynomring in zwei Unbestimmten {iber

cinem Kérper k. Wir betrachten das affine Schema (X, @) = (Spec R, R).
Berechnen Sie mit dem Garbenaxiom fiir die offene Teilmenge

U = D(T}) U D(Ty)

den Ring der lokalen Schnitte I'(U, Ox ). Folgern Sie daraus, dass das Schema
(U, Ox|U) kein affines Schema ist.

Aufgabe 4. Sei (X, Ox) ein lokal-geringter Raum. Zeigen Sie, dass es genau
einen Morphismus

(f,p): (X,0x) — (SpecZ,i)

in das affine Schema (Spec Z, Z) gibt. Beschreiben Sie fiir jeden Punkt x € X
das Bild f(z) € Spec(Z) mittels einer Eigenschaft des Restekorpers k().

Abgabe: Bis Freitag, den 16. Juni um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei R # 0 ein Ring, T eine Unbestimmte und A = R[T] der
Polynomring. Seien U = V = AL = Spec(A) zwei Kopien der affinen Gerade.
Wir bilden das Schema

X=UUV
durch Verkleben vermdoge der Identitdt id : Ur — Vp. Berechnen Sie den

Ring der globalen Schnitte I'(X, @x) und deduzieren Sie, dass das Schema
X nicht affin ist.

Aufgabe 2. Sei P! = P die projektive Gerade iiber dem Grundkérper C.
Wir statten die Menge der C-wertigen Punkte P*(C) mit der klassischen
Topologie sowie den Strukturgarben ‘KIP?I’(C) C ¢p(c) der differenzierbaren
bzw. stetigen Funktionen aus. Konstruieren Sie kanonische Morphismen von
lokal-geringten Rd&umen

(P'(C), Gp1(c)) — (PY(C), Gpi(cy) — (P, Op).

Aufgabe 3. Sei k ein Grundkorper und X ein affines Schema. Angenommen,
der Ring der globalen Schnitte I'(X, Ox) ist eine endlich erzeugte k-Algebra.
Zeigen sie, dass

wobei k der algebraische Abschluss und k), A € L die Familie der Zwi-
schenkorper k C ky C k mit [ky : k] < oo ist.

Aufgabe 4. Sei X ein Schema. Angenommen, es gibt eine affine offenen
Uberdeckung

X=U,U...uU,
so, dass die Ringe R; = I'(U;, Ox) der lokalen Schnitte noethersch sind.
Beweisen Sie, dass dann sogar fiir jede affine offene Teilmenge V' C X der
Ring A = I'(V, Ox ) noethersch ist.

Abgabe: Bis Freitag, den 23. Juni um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei p > 0 eine Primzahl und A = 7Z, die Lokalisierung von
R =7 am Primideal p = (p). Konstruieren Sie einen nicht-flachen R-Modul
M, fiir den M ®p A ein treu-flacher A-Modul wird.

Aufgabe 2. Wir betrachten Moduln iiber dem lokalen Ring R = k[T]/(T"),
wobei k ein Kérper und n > 1.

(i) Verifizieren Sie, dass die R-Moduln M den Paaren (V) entsprechen,
wobei V' ein k-Vektorraum und ¢ : V' — V ein nilpotenter Endomorphismus
mit ¢" = 0 ist.

(ii) Beschreiben Sie das Tensorprodukt R/mp ®p M durch den Endomor-
phismus .

(iii) Beschreiben Sie die endlich-erzeugten flachen R-Moduln M durch die
Jordan-Normalform von ¢, indem Sie das Ideal a = (T™!) betrachten.

Aufgabe 3. Sei R C A eine treu-flache Ringerweiterung und F eine R-
Modul. Angenommen, der resultierende A-Modul M ® A ist von endlicher
Préasentation oder flach. Zeigen Sie, dass die entsprechende Eigenschaft be-
reits fiir den R-Modul F gilt.

Aufgabe 4. Sei R C A eine treu-flache Ringerweiterung von Integritétsringen.
Zeigen Sie, dass die Inklusion

R C AN Frac(R)

von Teilmengen in Frac(A) eine Gleichheit ist.

Abgabe: Bis Freitag, den 30. Juni um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Verifizieren Sie explizit, dass Dedekind-Ringe R normal sind.

Aufgabe 2. Sei k£ ein Grundkorper, und S C N ein Untermonoid, der alle
n > ng ab einer gewissen natiirlichen Zahl ngy enthalte. Berechnen Sie die
Normalisierung des Monoidrings

R=k[S] = k[I" | n € 5.

Aufgabe 3. Sei A eine R-Algebra, R C R’ eine treu-flache Ringerweiterung,

und
A=AxrR

der resultierende Basiswechsel. Zeigen Sie, dass A ganz iiber R ist, falls A’
ganz iiber R’ ist.

Aufgabe 4. Sei k ein Grundkérper und T ein profiniter Raum, geschrieben
als inverser Limes

T = lim T/\
eines filtrierten inversen Systems von endlichen Mengen T\, A € L mit diskre-
ter Topologie. Zeigen Sie, dass 1" der zugrundeliegende topologische Raum
eines affinen Schemas X = Spec(A) ist, indem Sie geeignete endliche k-
Algebren A, konstruieren.

Abgabe: Bis Freitag, den 7. Juli um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Sei R ein integrer Ring, F' = Frac(R) sein Korper der Briiche,
und F' C F eine endliche Korpererweiterung. Zeigen Sie, dass es eine endliche

R-Algebra A C E mit Frac(A) = E gibt.

Aufgabe 2. Sei R ein Ring, M ein endlich prasentierter R-Modul und N
ein beliebiger R-Modul. Zeigen Sie, dass die Bildung des Hom-Moduls

Hompg(M, N)
mit Lokalisierung vertauscht, indem Sie den Spezialfall M = R™ betrachten.

Aufgabe 3. Sei R ein noetherscher Ring und R C A eine endliche birationale
Ringerweiterung. Wir betrachten das kommutative Diagramm

A—— AJe
[
R —— R/,

wobei ¢ = Anng(A/R) das Fiihrerideal ist.

(i) Verifizieren Sie, dass das Fiihrerideal ¢ das grosste Ideal in R ist, dass
zugleich Ideal in A ist.

(ii) Zeigen Sie, dass obiges Diagramm cartesisch ist, also

R={(a,f)|a€ A, f € R/c,und in A/c gilt a mod ¢ = f}.



Aufgabe 4. Sei R ein integrer Ring und F' = Frac(R) der Korper seiner
Briiche. Angenommen, fiir jedes a € F* gilt a € R oder a™! € R. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

(i) R ist normal.
(i) R ist lokal.

(iii) R ist ein diskreter Bewertungsring, falls R ein noetherscher Ring aber
kein Korper ist.

Abgabe: Bis Freitag, den 14. Juli um 8:25 Uhr im Zettelkasten.
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Aufgabe 1. Welche Klasse von Idealen a C R wird durch die Bedingung
fg€a = fc+aodergca
definiert? Wieso ist dies nicht die Klasse der Primérideale?

Aufgabe 2. Sei R ein normaler noetherscher Ring. Verifizieren Sie, dass fiir
jedes Primideal p C R von Hohe eins der lokale Ring R, regulér ist.

Aufgabe 3. Sei R ein integer lokaler Ring und f # 0 aus mg. Zeigen Sie,
dass der lokale Ring

A= R/(f)

regulér ist genau dann, wenn R regular und f ¢ m%.

Aufgabe 4. Sei R ein noetherscher Ring und a C R ein echtes Ideal. Bewei-
sen Sie, dass a primér ist genau dann, wenn die endliche Menge

Assg(R/a) C Spec(R)

nur aus einem Element besteht.

Abgabe: Bis Freitag, den 21. Juli um 8:25 Uhr im Zettelkasten.



