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Aufgabe 1

Wir betrachten die algebraische Menge X : xm− yn = 0 für m,n ≥ 2 teilerfremd. Zeigen
Sie, dass Sing(X) ̸= ∅, und dass X trotzdem eine topologische 2-Mannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 2

Beweisen Sie, dass die algebraische Menge X : x2 − y2 = 0 am Ursprung a = (0, 0)
keine topologische 2-Mannigfaltigkeit ist, indem Sie die Zusammenhangseigenschaften
von punktierten Umgebungen U \ {a} betrachten.

Aufgabe 3

Die Kleinsche Flasche ist die kompakte zusammenhängende 2-Mannigfaltigkeit X zum
Flächenwort aba−1b.

(i) Verwenden Sie die in der Vorlesung angegebenen Umformungen, um das Flächen-
wort aba−1b in die Normalform c21c

2
2 zu überführen.

(ii) Skizzieren Sie X = P 2♯P 2 in R3 mithilfe von Selbstdurchdringung.

Aufgabe 4

Wir definieren die Gerade mit zwei Ursprüngen wie folgt: Seien f1 : R → U1, f2 : R → U2

Homöomorphismen. Nun setzen wir

X = U1 ⊔ U2/ ∼,

wobei ∼ für jedes a ∈ R \ {0} den Punkt f1(a) ∈ U1 mit f2(a) ∈ U2 identifiziert,
und versehen X mit der Quotiententopologie (d.h. U ⊂ X ist genau dann offen, wenn
q−1(U) ⊂ U1 ⊔U2 offen ist, wobei q : U1 ⊔U2 → X die natürliche Surjektion ist). Zeigen
Sie, dass jeder Punkt x ∈ X eine offene Umgebung hat, die homöomorph zu einer offenen
Menge V ⊂ R ist, aber dass X keine topologische 1-Mannigfaltigkeit ist.


