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1 Einfiihrung

In dieser Arbeit werden Aspekte einer Kategorie untersucht, die in der Theorie der
Transformationsgruppen eine fundamentale Rolle spielt: die Mackeykategorie Qe zu
einer Gruppe G (siehe Abschnitt 1.4). Der Einfachheit halber beschrinken wir uns in
unseren Betrachtungen auf endliche Gruppen G. In der Mackeykategorie { = (g zu
G sind alle Daten organisiert, die die Beziehungen der Untergruppen von G betreffen.
Durch Q wird die Induktions- und Restriktionstheorie von G gesteuert: Mackeyfunk-
toren auf G-MENGEN sind dasselbe wie gewdhnliche Funktoren auf Q2.

Diese Arbeit beschiftigt sich nun mit dem Zusammentreffen der folgenden zwei
Phénomene:

1. Die Kategorie £ besitzt eine Dualitt, die unmittelbar aus ihrer formalen Defini-
tion ersichtlich ist (“Vertauschung von Restriktion und Induktion”).

2. Das Vorliegen einer Dualitit in einer Kategorie ist der begriffliche Rahmen, der es
gestattet, eine algebraische Theorie von quadratischen und Hermitschen Formen
in der gegebenen Kategorie zu definieren, die die klassische Theorie der Formen
fiir Ringe mit Involution verallgemeinert.

Es ist also aus rein formalen Griinden méglich, von quadratischen und Hermitschen
Formen und den dazugehérigen Wittgruppen in der Mackeykategorie zu reden.

Nun erscheint es erstrebenswert, dieser formalen Theorie einen geometrischen Sinn
zu geben, z. B. im Rahmen von &quivarianten Chirurgietheorien (siehe [L-M]), und die
abstrakten Formen in der Kategorie Q mit der bekannteren Theorie der Formen iiber
Ringen mit Involutionen (z. B. Gruppenringen) in Verbindung zu bringen.

Diese Arbeit konzentriert sich nun auf das letztere. Das generelle Ziel ist es, die
Wittgruppen von  mit Wittgruppen iiber Gruppenringen von Weylgruppen von Un-
tergruppen von G in Verbindung zu setzen. Dabei wird man rasch gendtigt, verall-
gemeinerte Wittgruppen zu untersuchen, ndmlich die sogenannten L-Gruppen einer
Kategorie mit Dualitit [Ran4]. Ebenfalls von Interesse ist dann die algebraische K-
Theorie von Q.

Es gibt zwei Beispiele, in denen man sich fiir die K- oder L-Theorie von darstel-
lungstheoretischen Objekten interessiert, die Gruppen in funktorieller Weise zugeordnet
werden. Das klasische Beispiel ist der Gruppenring selbst:

G+ K.(ZG), G+~ L.ZG).

Es wurden haupsichlich die folgenden drei Techniken angewendet, um diese Situation
zu analysieren:

1. Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir arithmetische Quadrate, siehe [Wall2].
2. Induktionstheorie, siehe [Dr].




3. Verallgemeinerte Pullbacks und ihre Mayer-Vietoris-Sequenzen, siehe [KIi].

Das zweite Beispiel sind die Funktorkategorien auf der Orbitkategorie Org, soge-
nannte Org-Moduln
G + K,(Org-fpmod),

siehe [Lueck]. In diesem Falle wird die EI-Eigenschaft der Orbitkategorie ausgenutat,
um Zerfillungsresultate zu erlangen.

In dieser Arbeit werden dhnliche Zerfillungresultate angestrebt. Dabei werden die
obigen Techniken kombiniert. Die Untersuchung ist wie folgt strukturiert.

In Kapitel 2 wird zunichst der theoretische und begriffliche Rahmen fiir alles Wei-
tere bereitgestellt: Es werden Kategorien mit Dualit4t eingefiihrt, und die sich dar-
aus ergebene L-Theorie dargestellt, sowie die nétigen Grundlagen der algebraischen
K-Theorie diskutiert. Nachdem die von den Transformationsgruppen gelieferten Ka-
tegorien, speziell die Mackeykategorie, vorgestellt wurden, wird die abstrakte Theorie
auf die Mackeykategorie angewendet.

Kapitel 3 enthilt eine detaillierte Analyse des einfachsten nichttrivialen Spezialfal-
les, namlich G = Z/p, p eine Primzahl. Die verwendeten Methoden sind unabhéngig
von den folgenden Kapiteln. Die Mackeykategorie 0 beziehungsweise ein ihr zuge-
ordneter Ring wird explizit ausgerechnet und durch Pullbacks in verstindlichere Teile
zerlegt. Mittels Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir Pullbacks werden niedrige K-Gruppen
berechnet.

Die Hauptarbeit wird nun in Kapitel 4 und 5 geleistet: In Kapitel 4 wird in der
Kategorie die Gruppenordnung von G invertiert. Dies fiihrt zu einer deutlichen Struk-
turvereinfachung, und es wird méglich, mittels Moritadquivalenzen fiir alle Gruppen G
Zerfillungsresultate fiir die K- und L-Gruppen zu erreichen.

In Kapitel 5 wird eine analoge Technik angewendet, némlich die Komplettierung
entlang der Gruppenordnung |G|. In diesem Fall liefert die Reduktion nach dem Radikal
zumindest fiir p-Gruppen analoge Zerféllungsresultate.

In Kapitel 6 werden die Resultate der vorherigen 2 Kapitel in die Maschine der
Mayer-Vietoris-Sequenzen in der K- und L-Theorie eingegeben. Fiir p-Gruppen erlangt
man ein vollstindiges Zerlegungsresultat fiir die quadratischen L-Gruppen. Modulo
2-primérer Torsion ist dies fiir alle Gruppen richtig.



2 Grundlagen

2.1 Kategorien

Dieser Abschnitt enthalt lediglich eine Zusammenstellung der kategoriellen Begriffe und
Konstruktionen, die spiter bendtigt werden.

Im Folgenden seien alle Kategorien klein, bis auf die offensichtlichen Ausnahmen,
2. B. die Kategorie KAT der kleinen Kategorien, oder die Kategorie MENGEN der
Mengen. Eine Kategorie C heifie endlich, wenn ihre Objektmenge ob(C) endlich ist.
Die opponierte Kategorie zu C wird mit C bezeichnet.

Sei R ein Ring (worunter wir immer einen Ring mit 1 verstehen). Eine Kategorie C
wird R-(links-)additiv genannt, falls die Morphismenmengen in C R-Linksmoduln und
die Verkettungen in C R-bilineare Abbildungen sind. Eine Z-additive Kategorie heifit
schlicht additiv. Haufig wird der Bequemlichkeit halber noch gefordert, dafl alle end-
lichen Koprodukte existieren (die in einer additiven Kategorie automatisch auch Pro-
dukte sind, siehe [Bass] 5.22); wir werden den Standpunkt einnehmen, da, wann immer
Koprodukte von néten sind, alles in Cy, der universellen Kategorie mit Koprodukt zu
C, stattfindet. Ein Modell fiir Cy wird durch folgende Konstruktion geliefert: Objekte
in Cp seien Abbildungen f : X — ob(C), X eine endliche Menge. Ein Morphismus von
f:X — ob(C) nach g : Y — ob(C) sei eine Abbildung a : X — Y, zusammen mit Mor-
phismen a; : f(z) — g(a()) in C fiir alle z € X. Cp ist offenbar mit allen endlichen
Koprodukten ausgestattet und kommt zusammen mit einem vollen, treuen Funktor
C — Cy, = — ({z}  z + z). Ist C R-additiv, so auch Cyi. In der Tat reprasentiert Cu
den Funktor (Kategorien mit Koprodukten) + MENGEN, D — Homkar(D,C). An-
ders gesagt: Der Funktor 7y ist linksadjungiert zum Inklusionsfunktor (Kategorien mit
Koprodukt)— KAT.

Eine Kategorie heiBt abelsch, falls sie additiv ist, alle endlichen Koprodukte sowie
alle Kerne und Kokerne besitzt, und das “1. Isomorphiegesetz der Algebra” gilt (d. h.
die kanonische natiirliche Transformation kokernokern =: kobild — bild := kernokokern
ist ein Isomorphismus).

Zwischen den additiven und den abelschen liegen die Karoubischen Kategorien. Eine
Kategorie C heifit Karoubisch, falls sie additiv ist, und alle ihre Idempotente spalten,
d. h. fir jeden Idempotent e : z — z existiert ein y € ob(C) und Morphismen
z 5 y 4 z mit pg = id, und gp = e. Jede Kategorie C besitzt einen projektiven
Abschiu8 IPC, in dem alle Idempotente spalten: Objekte in IPC seien die Idempotente
in C, und Morphismen zwischen e : z — = und f : y — y seien Morphismen % :
z — y in C so daB f oy = P oe. Man iiberzeugt gich leicht, dafl in IPC tatsdchlich
alle Idempotente spalten. IPC kommt einher mit einem vollen, treuen Funktor C —
IPC, z v id,. Ist C R-additiv, so auch IPC. Wiederum reprisentiert IPC den Funktor
(Karoubische Kategorien) -~ MENGEN, D — Homgat(D,C), und der Funktor IP? ist
linksadjungiert zum entsprechenden Inklusionsfunktor.

Eine weitere Verallgemeinerung der abelschen Kategorien sind die ezakten Katego-




rien: Eine Kategorie C heifit exakt, falls sie eine volle Unterkategorie einer abelschen
Kategorie D ist, die abgeschlossen unter Erweiterungen ist, welches besagt: Fiir exakte

Sequenzen in D
0—=a—z—y—0

mit a,b € ob(C) ist auch z € ob(C). Man deklariert die Morphismen @ — b in C,
die in der ambienten Kategorie D in einer exakten Sequenz 0 — a — b sitzen, als er-
laubte Monomorphismen, analog definiert man die erlaubten Epimorphismen. Exakte
Kategorien spielen fiir Quillens Zugang zur K-Theorie via Q-Konstruktion eine funda-
mentale Rolle. Man beachte, daB die vorliegende Definition einer exakten Kategorie
nach dem Gabriel-Quillenschen Einbettungssatz ([T-T], Appendix A) dquivalent ist zu
Definitionen, die keine ambiente abelsche Kategorie benutzen.

Eine monoidale Kategorie ist eine Kategorie C mit einem kovarianten Funktor
L: C x C — C zusammen mit einem Element I € ob(C) und geeigneten Kohérenz-
isomorphismen (siehe [Mac]), die sicherstellen, daf L assoziativ und I ein Einselement
“bis auf Isomorphie” ist. Gilt zusitzlich fiir alle z,y € ob(C) : z Ly~ y L z
mit geeingneten Kohéirenzisomorphismen, so heifit C kommutativ monoidal. Monoi-
dale Kategorien bilden eine Kategorie MONKAT, deren Morphismen die natiirlichen
Transformationen sind, die die obigen Strukturen erhalten (sieche [Mac]). Fiir eine mo-
noidale Kategorie C kann man leicht die Klassengruppe Ko(C) definieren: es ist die
freie abelsche Gruppe zu ob(C) modulo der Aquivalenzrelation [z L y] ~ [z] +[y]. Man
sieht leicht ein, daB Ko(C) den Funktor AB — MENGEN, G — Hommonkat(C,G)
darstellt, G aufgefat als Kategorie mit Objektmenge G. Kategorien mit Koprodukten
sind Beispiele fiir kommutative monoidale Kategorien: man nehme fiir L das Kopro-

dukt.

Beispiel 2.1 Sei R ein Ring. R, aufgefaft als Kategorie mit Objektmenge {R} und
Endgr(R) = R, ist dann eine R-additive Kategorie. Ry ist dquivalent zur Kategorie der
endlich erzeugten, freien R-Linksmoduln. Das Koprodukt in Ry macht Ry zu einer
kommutativen monoidalen Kategorie. Besitzen freie R-Moduln einen wohlbestimmten
Rang, so liefert dieser eine Isomorphie Ko(Ru) =~ Z. (Das ist nicht immer der Fall.
Beispiel: [[32oZ, der “Eilenberg-Schwindel”.) Der projektive Abschlu IP(Ry) ist
#quivalent zur Kategorie R-fpmod der endlich erzeugten, projektiven R-Linksmoduln.
Von nun an werden wir diese Kategorie einfach mit IPR bezeichnen. Die opponierte
Kategorie von R-fpmod ist dquivalent zur Kategorie fpmod-R der endlich erzeugten
projektiven R-Rechtsmoduln. In /PR existieren in der Regel weder Kerne noch Ko-
kerne, die jedoch in der abelschen Kategorie R-mod aller R-Linksmoduln vorhanden
sind. Da exakte Sequenzen projektiver Moduln spalten, ist /PR eine exakte Kategorie.

Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt z € ob(C), so kann man die sogenannten
Kommakategorien C/z resp. z\C der Objekte iiber resp. unter z bilden: Objekte
in C/z sind Morphismen mit Ziel z, und Morphismen zwischen a — z, b — z sind




kommutative Diagramme

z\C wird durch C°?/z gebildet.

Wir wollen nun das Zusammenspiel von Ring- und Kategorientheorie niher unter-
suchen, das fiir diese Arbeit eine wichtige Rolle spielen wird. Sei C eine R-additive Ka-
tegorie. Der Kategorienring [C] zu C ist definiert als Ring aller ob(C) x ob(C)-Matrizen,
die in der z X y-Koordinate ein Morphismus F, . € Home(z,y) besitzen und in jeder
Spalte und Zeile nur endlich viele Eintrige # 0 aufweisen ([Mit], §7). Die Verkniipfung
in diesem Ring geschieht durch die gewShnliche Matrizenmultiplikation. Der Ring [C]
besitzt als Einselement die Matrix mit den Identitdten auf der Diagonale. Er ist offen-
bar eine R-Algebra. Wir identifizieren nun Morphismen f in C mit der entsprechenden
Matrix in [C], die f als einzigen Eintrag ungleich 0 an der passenden Position aufweist.
Jedes Objekt z € C liefert so ein Idempotent id; € [C]. Man kann nun die Modulkatego-
rie [C]-mod mit der Kategorie C-mod der additiven Funktoren C' — Z-mod vergleichen:
Es gibt einen Funktor

T :[C)}-mod — C-mod, T(M)(z):=id;-M,
der linksadjungiert zum Funktor

U:C-mod — [C}-mod, U(M):= P M(=z)

z€ob(C)
ist. Es gilt
Satz 2.2 Ist C endlich, so ist T eine Aquivalenz.
Beweis. Siehe [Mit], §7. 0
Betrachten wir nun folgende Situation. Gegeben sei eine additive Kategorie C.

Sie besitze einen Generator M := z; 1l...1ll z, € ob(C), d. h. jedes Objekt in C ist
isomorph zu einem direkten Summanden eines M™. Sei C die volle Unterkategorie von
C mit Objektmenge {z;,...,z,}. Offenbar ist End¢(M) =~ [C]. Nun kann man Objekte

in C als projektive Moduln iiber End¢(M) ~ [C] auffassen: Es liegen folgende Funktoren
vor, siehe [Knus]:

§:C — (End¢M)-fpmod, z+ Home(z, M),
§':C — fpmod-(End¢ M), z+— Home(M,z).

Satz 2.3 Die Funktoren S, 5" sind voll und treu. Ist C projektiv abgeschlossen, so sind
sie Aquivalenzen.




Beweis. Siehe wiederum [Knus], §3. O

Man erhilt also ein kommutatives Diagramm von Aquivalenzen

C-fpmod fpmod-C
¥ B
(2.3) T IPC T
S/ NS
[C)-fpmod fpmod-[C]

Hierbei sind Y und Y’ die Yonedafunktoren y ~ (z; — Home(y, 2;)) und
y ~ (z; — Home(z;,y)). Je nach Sachlage mag es praktisch sein, die Kategorie IPC
als Modulkategorie oder als Funktorkategorie zu betrachten.

2.2 Dualitat

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Kategorie mit Dualitdt eingefiihrt. Er gestattet
einige interessante Verallgemeinerungen der klassischen Theorie der quadratischen oder
Hermitschen Formen iiber Ringen mit Involution.

Sei C eine additive Kategorie. Ein Dualititsfunktor auf C besteht aus einem kon-
travarianten additiven Funktor # : C — C und einer natiirlichen Transformation can :
Id — #*, so daB das Diagramm

M‘ i_d* M‘
canye \, / (cany)*
M“-

kommutiert.

Definition 2.4 FEine Kategorie mit Dualitit ist eine additive Kategorie zusammen mit
einem Dualitdtsfunktor (*,can) auf thr.

Sei DUKAT die Kategorie der Kategorien mit Dualitit. Ihre Morphismen
(Cy,cany,*) — (Cz,cany,V) sind die additiven Funktoren F' : C; — C; zusammen
mit einem natiirlichen Isomorphismus ¢ : Fo* — Vo F, der kohérent in dem Sinne ist,
daB fiir ein festes u4 = 1 und alle M € ob(C;) das Diagramm

F(can; )
F(M) — F(M*™)

canzF(m) I dM-

F(M)¥Y A8 F(M*)V




bis auf 4 kommutiert, d. h. ¢cany F = p ¢ Fcan;. F heifit dann p-dualititserhaltender
Funktor.

Beispiel 2.5 Sei R ein Ring mit einer Involution : R — R, d. h. a+b =a+b
und @b = b-@. Die Involution stiftet einen natiirlichen Isomorphismus zwischen
IPR = R-fpmod und (IPR)° = fpmod-R, so daB der Funktor Dualraum: R-fpmod —
fpmod-R, M — Hompg(M, R) verkettet mit diesem natiirlichen Isomorphismus einen
Funktor * : IPR — IPR liefert. Zusammen mit canpy : M — M**, z — (f — F(z))
liefert dies nach der linearen Algebra eine Kategorie mit Dualitit. Die folgenden Be-
griffe orientieren sich alle an diesem Spezialfall.

Sei (C, *, can) eine Kategorie mit Dualitit, M € ob(C), € = +1. Wir wollen M mit e-
quadratischen oder e-Hermitschen Formen ausstatten. Der Erzeuger T' € Z /2 operiert
auf Homg(M, M*) durch die e-Duatititsinvolution T, : ¥ + ey*cany. Wie in der
klassischen Theorie wird eine quadratische Form nun ein Orbit und eine symmetrische
Form ein Fixpunkt sein. Im folgenden operiere die Gruppe Z /2 trivial auf Z.

Definition 2.8 FEine e-symmetrische Form auf M ist ein Fizpunkt der Z [2-Operation
auf Home(M, M*) durch die e-Dualitdtsinvolution T,. Dies kann alternativ angesehen
werden als Element in kern (1 — T¢) oder in Homg(z/2)(Z, Home(M, M*)).

Eine e-quadratische Form auf M ist ein “Orbit” dieser Z/2-Operation. Es kann
aufgefaft werden als Element in kokern(1 — T.) oder in Z ®z(z/2) Home(M, M*)).

e-symmetrische Formen werden auch als e-Hermitsche Formen bezeichnet. Eine
e-symmetrische Form (M, h) heifit nichtsinguldr, falls A ein Isomorphismus ist. Eine
e-quadratische Form (M, [h]) heifit nichtsingulir, falls (1 + T, )h = h + €h*canps nicht-
singuldr ist (dies ist wohldefiniert). Ein Morphismus zwischen ¢-Hermitschen Formen
(M;,hy) und (Mj, hy) ist ein Morphismus a : M; — M3, so dafl das Diagramm

(44

My, — M,

S

a.

Mp M

kommutiert. Analog ist ein Morphismus zwischen e-quadratischen Formen
(Mq[h1]) und (Ma, [hs)]) ein Morphismus o : My — M, mit [a*hye] = [hy].

Man kann also von der Kategorie der nichtsinguliren e-quadratischen resp. e
symmetrischen Formen Lo(C, €) respektive L°(C, €) sprechen. Das Koprodukt in C liefert
ihnen die Struktur einer kommutativen monoidalen Kategorie (“orthogonale Summe”):

(My,hy) L (M2, hg) := (M; & Ma,hy ® h3).




Man mag Lo(?,€) und Lo(?,€) als Funktoren DUKAT — MOKAT ansehen. Ein
p-dualitdtserhaltender Funktor F : € — C, induziert Funktoren F, : Lo(Cy,€) —
LO(Cy, pe) resp. Lo(C1,€) = Lo(Ca,pe). Zwischen Lo und L° gibt es eine natiirliche
Transformation, die e-Symetrisierung (wohldefiniert):
Se: Lo(C,€) — L%C,¢)
(M,[h]) — (M,(1+T)h).
Um Wittgruppen definieren zu konnen, bendtigt man die hyperbolischen Funktoren

HO(C,€): Iso(C) — L°(C,¢)

M~ (MHM‘,(g (1))4-;(3 [1,))

Ho(C,€): Iso(C) — Lo(C,¢)

i~ (o5 0)]):

Hierbei bezeichnet Iso(C) die Kategorie mit den Objekten ob(C) und den Isomorphismen
in C als Morphismen.

Definition 2.7 Die e-symmetrische Wittgruppe von (C, *,can) wird definiert als Quoti-
ent der Klassengruppe Ko(L°(C,€)) modulo der Untergruppe, die vom Bild von H%(C, €)
erzeugt wird, analog die e-quadratische Wittgruppe:

L°(C,€) = Ko(L%(C,¢))/ < H°(C,€)(Is0(C)) >
Lo(C,€) = Ko(Lo(C,€))/ < Ho(C,€)(Is0(C)) >

Der Begriff Wittgruppe und seine Verallgemeinerungen zu den hheren L-Gruppen
werden zentral fiir diese Arbeit sein.

Der Leser mag sich iiberzeugen, da8 fiir das Beispiel 2.2 der Ringe mit Involutionen
alle kategoriell definierten Begriffe mit den klassischen iibereinstimmen.

Es stellt sich die Frage, inwieweit man diese kategoriellen Konstrukte mit der klas-
sischen Theorie in Verbindung bringen kann. In Satz 2.3 wurden fiir eine additive
Kategorie C und einen Generator M ein Funktor § : C — (Endc M)-fpmod angegeben,
der eine Aquivalenz IPC 5 (EndcM)-fpmod induziert. Es stellt sich heraus, daf ge-
nau die gleich Situation fiir Kategorien mit Dualitét vorliegt, siehe [Knus], § IL.3. Sei
der Generator M mit einer nichtsinguldren u-Hermitschen Form ho ausgestattet. Man
vermag auf EndgM eine Involution ° zu finden,

f° := b3 f*ho, f € End¢ M,
so daB der Funktor S ein p-dualititserhaltener Funktor ist, und § Aquivalenzen
Lo(IPC,€) = Lo(Endc M, pe)
LO(IPC,€) =+ L°(Endc M, pe)
induziert ([Knus], Theorem 3.3.1).




2.3 Abri der K- und L-Theorie

Dieser Abschnitt enthilt eine knappe Zusammenfassung der spiter verwendeten K-
und L-Theorie. Zunichst die K-Theorie.

K-Theorie ist die Untersuchung “homotopischer Eigenschaften” gewisser Katego-
rien. K-Theorie ist historisch gewachsen, und es existieren sehr unterschiedliche Defini-
tionen fiir K-Gruppen. Die allgemeinste Definition ist von Waldhausen fiir Kategorien
mit “Kofaserungen und schwachen Aquivalenzen” geliefert worden (siehe [Wald], [T-T]).
Fiir unsere Zwecke reicht es aus, mit exakten Kategorien zu arbeiten.

Quillen definiert in [Quil] die K-Gruppen einer exakten Kategorie C wie folgt (“Q-
Konstruktion”). Man konstruiert aus C die Kategorie QC, deren Objektmenge die
von C ist, und als Morphismen zwischen Objekten z,y € C die Aquivalenzklassen von

Diagrammen
2

7 N\
z y

besitzt, wobei z — z ein erlaubter Epimorphismus und z — y ein erlaubter Monomor-
phismus ist. Verkettung geschieht durch Pullbackbildung, welche wohldefiniert ist. Fiir
QC bilde man nun den klassifizierenden Raum BQC und nehme die um 1 verschobenen
Homotopiegruppen als K-Gruppen:

K;(C) := mi41(BQC).
Beispiel 2.8 Jedes Objekt z € C liefert 2 offenbare Wege von 0 nach z, ndmlich

0 z
N\ ud /N,
0

0 T T

wobei man die Morphismen in QC als 1-Simplices in BQC interpretiert. Die so er-
haltenen Schleifen in BQC mit Grundpunkt 0 liefert einen Isomorphismus Ko(C) —
m1(BQC), siehe [Sri).

Falls C = IP(R) die Kategorie der endlich erzeugten, projektiven Moduln iiber einem
Ring R ist, so stimmt obige Definition fiir ¢ > 1 mit der “4-Konstruktion” Quillens
iiberein:

K.(}P(R)) = K.(R) = 'I,'(GL(R)+).
+ ist hier der Funktor, der GL(R) in einen H-Raum verwandelt, ohne die Homologie
zu indern, siehe ebenfalls [Quil].

Die hoheren K-Gruppen einer Kategorie sind in der Regel sehr mysterids und stehen
nur auf duBerst verschlungene Weise mit der gegebenen Kategorie im Zusammenhang
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(K.(Z) = 77?). Niedrige K-Gruppen lassen sich jedoch sehr wohl einfach algebraisch
interpretieren, z. B.

Ko(C) = Klassengruppe von C
K1(C) = Torsionsgruppe von C.
Die Torsionsgruppe K1(C) einer additiven Kategorie C wird definiert als freie abel-

sche Gruppe, deren Erzeuger die Endomorphismen in C sind, modulo den folgenden
beiden Relationen: Fiir eine Verkettung von Endomorphismen erhilt man die Relation

[¢0 9] = [¢] + [¥],
und fiir einen Morphismus exakter Sequenzen

0 - 2 - y — z — 0

¢l vl 7l

0 - 2 - y —- 2z — 0

die Relation
(%] = [8] + [7].

Die +-Konstruktion liefert fiir Ringe interessante homologische Interpretationen:
K\(R) = Hi(GL(A),Z)
Ky(R) = HyE(4),Z)
Ka(R) = Ha(SY(A),Z).

GL(R) ist die allgemeine lineare, E(A) die elementare und St(A) die Steinberggruppe
zu A. Es folgen einige Standardbeispiele von K-Gruppen.

Beispiel 2.9 Sei A = IF, endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Dann ist

y/4 n=20
Ku(IFy)=1{ Z/(¢"—1) n ungerade
0 sonst,

siehe [Qui2].
Beispiel 2.10 Sei A Dedekindring. Man erhilt
KO(A) =Z® PiC(A) =Z® CI(A),

wobei Pic(A) die Picardgruppe von A ist, welche ja mit der Idealklassengruppe Cl(A)
iibereinstimmt ([Mil]). Ferner ist

Kl(A) s A* = GL]_(A),
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da A nullteilerfrei und kommutativ ist, also eine Determinante besitzt.

Beispiel 2.11 Sei A lokal, mit maximalem Ideal m. Dann ist

Ko(A) ~ Ko(A/m)~Z (“Liften von Idempotenten”)
K1(A) ~ A*/[A*,A*]=(A")as  (“Dieudonne-Determinante”),

siehe etwa [Sri], Beispiel 1.6.

Beispiel 2.12 Fir eine exakte Kategorie induziert die Einbettung F : ¢ — IPC
Isomorphismen K,(F) fir n > 1 und einen Monomorphismus Ko(F); die induzierte
Abbildung auf den klassifizierenden Réumen BQC — BQIP(C) ist n&mlich eine Uber-
lagerung, siehe [T-T).

Kommen wir nun zur L-Theorie. Die L-Theorie entstand bei der Frage, ob und wie
viele Mannigfaltigkeiten im Homotopietyp eines vorgegebenen Poincarédualititsrau-
mes vorhanden sind. Die quadratischen L-Gruppen traten als geometrisch definierte
Hindernisgruppen fiir das Problem auf, ob eine normale Abbildung M™ — X einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit in einen Poincarédualititsraum (fiir » > 6) normal
bordant zu einer Homotopieiquivalenz ist, und hingen nur von Zx;(X ) ab . Die Grup-
pen Ln(Zxy(X)) sind Verallgemeinerungen der Wittgruppe von Zx;(X)). Siehe das
Buch von Wall [Walll] oder [M~R] fiir die klassische Theorie. Bei der Untersuchung
und Berechnung von L-Gruppen trat rasch das Bediirfnis auf, die Theorie algebraischer
zu gestalten. Dieses Programm miindete in der Definition der L-Gruppen fiir Kate-
gorien mit Dualitit, siehe [Ran3] und [Rand], welche eine Verallgemeinerung der oben
vorgestellten Theorie der Formen in Kategorien mit Dualitit ist.

Wir werden eine sehr knappe Skizze dieser Theorie angeben, die Einzelheiten lese
man in [Ran3] oder [Ran4] nach. Die generelle Philosophie ist einfach, Objekte durch
Kettenkomplexe zu ersetzen (man habe den singuliren Kettenkomplex eines Poin-
carédualititsraumes im Hinterkopf).

Zu einer additiven Kategorie C liegt die additive Kategorie IBC der endlichen Ket-
tenkomplexe und Kettenmorphismen in C vor. Besitzt C einen Dualit#tsfunktor (*, can),
so vererbt sich dieser auf die Kategorie der endlichen Kettenkomplexe IBC, ebenfalls
(*, can) genannt. Einem Kettenkomplex

Ci= oo Copn EHC, 2y o oo

wird sein dualer Kettenkomplex
d! d!
Cti= (%, 50y SDCoppr =
zugeordnet, wobei

di:= (d_p)*: (C*)ri= C" 1= (Cp)* = (Copg1)* = C~H =: (C*),1.
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Die Gruppe Z/2 = {1,T} operiert bei einem gegebenen Kettenkomplex C und € = +1
auf Hompe(C*, C) durch die e-Dualitétsinvolution

T, : Home(C?,C,) = Home(C?,Cp), 9 = (—1)Pepp”.

Die Rolle von Z wird von der Standardauflésung des Z(Z/2)-Moduln Z durch freie
Moduln
W= .ozzpp N zz2 ¥ 771257 0

ersetzt. Wir definieren die quadratischen (resp. symmetrischen) Q-Gruppen fiir einen
endlichen Kettenkomplex C' durch

Qn(C,€) = Hn(W ®zz/; Hompe(C*,C))
Q™ (C,¢e) := Hy(Homgzg /2(W, Hompe(C*, C))).

Man bemerkt die Analogie zu Definition 1.4. Die Rolle der nichtsinguléren quadrati-
schen (resp. symmetrischen) Formen wird nun durch die quadratischen (resp. symme-
trischen) Poincarékomplexe iibernommen. Ein n-dimensionaler e-quadratischer (resp.
e-symmetrischer) Poincarékomplex ist ein n-dimensionaler Kettenkomplex C € IBC :
zusammen mit einem Element 4 € Qn(C,€) (resp. Q"(C,¢)), so dafl (1 + T,)vy (resp.
%o) eine Kettendquivalenz ist.

Man vermag nun auf der Kategorie der Poincarékomplexe eine geeignete Bordismus-
relation definieren (die in der Dimension 0 gerade durch die hyperbolischen Formen ge-
liefert wird!), und definiert die n-dimensionalen e-quadratischen (resp. e-symmetrischen)
L-Gruppen Ly (C,€) (resp. L"(C, €)) als Bordismusgruppe der n-dimensionalen ¢-quadratischen
(resp. e-symmetrischen) Poincarékomplexe.

L-Gruppen “mit Trégern” definiert man wie folgt. Einem endlichen Kettenkomplex
C ordnet man seine reduzierte Eulercharakteristik

x(C) := Y (-1)[Ci] € Ko(C)
ied

zu. Fiir eine involutionsinvariante Untergruppe X C Ko(C ) sei LX(C,¢) die Bordis-
musgruppe (Bordismen mit reduzierter Eulercharakteristik in X!) der n-dimensionalen
e-quadratischen Poincarékomplexe, deren reduzierte Eulercharakteristik in X liegt, ana-
log der symmetrische Fall. Diese L-Gruppen mit unterschiedlichen Trigern unterschei-
den sich héchstens um 2-primére Torsion: Fiir 2wei involutionsinvariante Untergruppen
X C'Y von Ko(C) steht die Rothenbergsequenz ([Ran2])

(218) = IX(C,6) —» LY(C,€) » A™(Z/2,Y/X) — LX ,(C,e) - ---
zur Verfigung. Hierbei ist A™(Z/2,Y/X) die Tate-Kohomologie von Y/ X, auf dem

Z/2 durch die Involution operiert, welche natiirlich ein 2-primérer Torsionsmodul ist,
siehe [Br].
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Es stellt sich heraus, daB all diese Gruppen 4-periodisch sind. Durch algebraische
Chirurgie (analog zur topologischen Chirurgie) kann man jeden Poincarékomplex in
seiner Bordismusklasse hochzusammenhingend machen. Dies liefert Isomorphien

LX(C,e) ~ L¥(C,e)
L%,_H (C,e) =~ LE(C,e)
L4n+2(c, G) o= LO (C, “C)
waa(c ,6) =~ L{(C,—e),

analog der symmetrische Fall. Elemente in Lo(C, ¢) sind die bekannten quadratischen
Formen, Elemente in L;(C, €) sind quadratische Formationen (siehe [Ran3)).

Man gewinnt also bei den “hSheren” L-Gruppen eigentlich keine neuen Gruppen
dazu (im Gegensatz zur K-Theorie), wohl aber ein méchtiges theoretisches Werkzeug.

2.4 Transformationsgruppen

Wir beschreiben nun die Kategorien, die durch die Theorie der Transformationsgruppen
geometrisch geliefert werden und uns im Verlaufe dieser Arbeit interessieren werden.
Referenz: {tD1] und [tD2].

Sei G eine endliche Gruppe. Mit S(G) bezeichnen wir den Untergruppenverband
von G, und ¢(G) sei die Menge der Konjugationsklassen von Untergruppen von G.
S(G) wird durch Inklusion, ¢(G) durch Subkonjugation zu einer geordneten Menge.
Die Orbitkategorie Or(G) besteht aus den homogenen Riumen und G-Abbildungen.
G-MENGEN, die Kategorie der endlichen G-Mengen, ist die universelle Kategorie mit
Koprodukt fir Or(G). G-MENGEN ist mit dem Koprodukt disjunkte Summe und
dem Produkt cartesisches Produkt ausgestattet. Der Burnsidering Ag ist die Klas-
sengruppe Ko(G-MENGEN), mit der durch das Produkt in G-MENGEN induzierten
Ringstruktur. Ag besitzt eine sehr komplizierte und widerspenstige Ringstruktur, 148¢
sich jedoch auf kanonische Weise in den sehr einfachen Ring []4g) Z einbetten: Fir
eine Konjugationsklasse (H) € ¢(G) erhilt man die Abbildung

(2.14) ¢n:Ag = Z, X ~ Anzahl der H-Fixpunkte von X.

Dies ist offenbar unabhédngig von der Wahl des Représentanten H € (H ), und liefert
einen injektiven Ringmorphismus

(2.15) [Hen:4e- [l 2
\ #(G) )

dessen Kokern gerade ][4 WA ist, siehe [tD1].
Wir kommen nun zu den Mackeyfunktoren. Wann immer man einer Gruppe in

funktorieller Weise ein darstellungstheoretisches Objekt zuordnet (z. B. Burnsidering,
Gruppenring, Darstellungsmonoid etc ...), stellt sich die Frage, ob man dieses Objekt
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nicht durch einfachere Gruppen auszurechnen vermag. Damit dies geschehen kann,
mufl die Zuordnung mit der internen Kombinatorik des Untergruppenverbandes S (G)
vertriglich sein (“Doppelnebenklassenformel”). Diese Philosophie wird durch den Be-
griff Mackeyfunktor formalisiert ([Dr] und [tD2]), welcher erstaunlicherweise ganz ein-
fach zu definieren ist. Gegeben sei eine Gruppe G und eine Kategorie mit Koprodukt
C. Ein Mackeyfunktor M fiir G ist ein Bifunktor G-MENGEN — C mit den beiden
Eigenschaften

1. M sendet Pullbacks zu kommutativen Diagrammen, d. h. fiir ein Pullback
F

-—-—’T

H ] [ h
f
v —™V
in G-MENGEN ist das Diagram
F,

M(S) — M(T)

H.l Ih.

MU) — M(V)
in C kommutativ.

2. M respektiert Koprodukte.

Dies ist die abstrakte Formulierung der “Doppelnebenklassenformel”. Ein Mackeyfunk-
tor U ist ein Greenfunktor, falls es eine Paarung von Mackeyfunktoren (siehe [tD2],

Kapitel IV.8)
MxM-—M

gibt. Entsprechend ist ein Mackeyfunktor M ein Modul iiber einem Greenfunktor U,
falls es eine Paarung

UxM—M
gibt.

Jeder Greenfunktor U mit Werten in einer additiven Kategorie erschafft sich nun
eine spezielle additive Kategorie, die Greenkategorie Gry. Ihre Objekte sind endliche
G-Mengen, und es ist

Homg;,(z,y) := U(z x y).
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Die Verkettung von Morphismen geschieht so:
Homary, (%, y) X Homary (v, 2) Uz x y) x Uy x 2)
5 Uzxyxyxz)xU@xyxyxz)

I

" -

J

Ulzxyxyxz)

—
3
el

J

Uz xyxz)
U(z x z)
Homgy, (%, 2)
Erliuterung: (1) wird gegeben durch U* der kanonischen Projektionen von
(z X y) X (y X 2), (2) wird von der Paarung des Greenfunktors U geliefert, (3) ist U* der
Diagonalen z X y X z = z X y X y X y X z und (4) wird von der kanonischen Projektion
durch U, induziert.
Tatsichlich besitzt Gry eine “tautologische” Dualitit (Gry, *,can). Der kontrava-

riante Funktor * : Gry — Gry sei die Identitit auf den Objekten, und vermdge dem
natiirlichen Isomorphismus U(z X y) =~ U(y X z) durch

U(zxy)3 ¢ ¢eU(yx2)

auf den Morphismen definiert. can : id — ** = id ist die konstante Transformation.

Dies liefert nach Abschnitt 2 eine Theorie der Formen auf Greenkategorien. Wir
werden hauptsichlich eine spezielle Greenkategorie untersuchen, nimlich die Greenka-
tegorie zu dem universellen Greenfunktor

U : z — Ko(G-MENGEN/z),
d. h. jeder G-Menge z wird der Ring der Isomorphieklassen von Diagrammen

]
!

xr

zugeordnet. Der kontravariante Teil 24, des Bifunktors wird einfach durch Verkettung,
der kovariante Teil &* durch Pullback gegeben. Die zugehdrige Greenkategorie sei
Q = Qg und wird als Mackeykategorie bezeichnet. Es stellt sich heraus, daf U/ ein
initales Objekt in der Kategorie der Greenfunktoren ist, und jeder Mackeyfunktor mit
Werten in Z-mod in tautologischer Weise ein Modul tiber ¥ ist (siehe [tD2], Kapitel
IV.8). Die Komposition in { geschieht durch Pullbacks:

—
e
—

no|

P
z Y v N
< N\ X 7N — z ] y
b b c 7 N ./ N\

a b ¢

a
wobei also P =~ z X3 y. Wir studieren im nichsten Abschnitt diese Kategorie genauer.

16



2.5 Die Mackeykategorie (g

Es werden nun die Details der Mackeykategorie diskutiert. Es werden zwei zueinander
duale Zerlegungen der Homomorphismenmengen von {2 angegeben.

Sei G eine endliche Gruppe. Die Z-additive Kategorie = Qg wird aus der Kate-
gorie G-MENGEN konstruiert:

ob(22) = ob(G-MENGEN) = Menge der Isomorphieklassen
endlicher G-Riume
Homq(G/A,G/B) = freier Z-Modul iiber den Isomorphismenklassen
von Diagrammen G/A — G/H — G/B
= Ko(G-MENGEN/(G/A x G/B))

Durch die Zerlegung von Faserprodukten in Orbits erhilt man folgende Formel fiir die
Verkettung in Qg:

G/H G/K
e/ N\b o ¥/  N\ec =
G/A G/B G/B G/C
HQEKH’\B}'H"G/anKH,
(2.16) b~'a / N\ I,g~1b'~1c
G/A G/C

Mit dieser Notation ist gemeint, daB sich das Koprodukt iiber K¥gH® ¢ K¥\G/H?®
erstreckt. Wir verwenden die Schreibweise H® := b~1Hb und ®H := bHb™. Aus obiger
Konstruktion erhilt £ automatisch weitere Struktur. 2 ist nimlich sogar Ag-additiv
und Z(ZG)-additiv, d. h. Q ist ein “Modul” sowoh! iiber dem Burnsidering als auch
iiber dem Gruppenring des Zentrums ZG. Der Grund: Man kann Ag als Klassengruppe
der Kommakategorie G-set/(G/G) {iber dem finalen Objekt G/G auffassen, und ZG

operiert auf der Kategorie G-Set.
Die Ag-Struktur entsteht folgendermafen:
Ag x Homq(z,y) o, Homq(G/G,G/G) x Homg(z,y)
9, Homa(G/G x z,G/G x y)

Y, Homg (z,v)

Erlduterung: (1) wird durch die Isomorphie Ag = Homgq(G/G,G/G),
G/A— (G/G « G[A — G/G) geliefert. (2) kommt von dem Produkt

Homgq(a,b) x Homg(c,d) — Homg(a X ¢,b x d)
(ae—z—b),(c—y—d) » (aXxce—zXxXy—bxd).

(3) entstammt der natiirlichen Isomorphie G/G X y ~ y.
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Diese Festlegung ist sicherlich linear beziiglich Ag, aber auch bilinear beziiglich
der Verkettung in Q: Sei f = (a «— =z — b) € Homgq(a,d), g = (b —« y = ¢) €
Homgq(b, ¢), w € Ag. Nachzupriifen ist w(f o g) = (wf)og = fo(wg). fo g sei durch
ein Pullback in G-MENGEN

P
7 N\
z y
N N\
a b c
gegeben. Offenbar sind
w w
v N v N
w G/G und G/G w
N N S N LN

G/G G/G GIG GJG  GJG G/G

Pullbacks in G-MENGEN. Da Produkte von Pullbacks wieder Pullbacks sind, erhilt
man Pullbacks

Pxw ' Pxw
v N\ v N
T Xw yx GG und zx GG YXw
< N\ < N\ < N\ 7 N\
ax GG bx G/G ex GG axG/G bx G/G ex GlG
Dann gilt
zxGIG
fo(wg) = v4 N\ o (wg)
axG/G bx G/G
PXxw
= v N
axG/G cx GG
= w(foyg)
PXxw
= v N

ax GG bx G/G

yx G|G
cene( )
bxG/G ex GlG

= (wf)og
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Wie sieht diese Verkniipfung tatsichlich aus? Die folgende Formel lehrt, dafi man nur
“wie im Burnsidering” zu rechnen braucht:

G/H G/HxGIX
[G/X](a,/ \, b ) = ax1l/ N\ bx1
G/A G/B G/Ax GG G/Bx GG
Uu,xG/HNIX
Nax1/ N\, Ib x 1
G/Ax GG G/B x G/G
Hu,x G/HNEX
= Hay/ \, 116
G/A G/B

(2.17)

(HgH als Index bedeutet, daB das Koprodukt iiber alle HgH € H\G/H gebildet
wird.) Das heifit, man muf nur das Produkt G/X X G/H in Ag bilden und dann mit
a,b € G die G-Abbildungen auf allen Orbits von G/X x G/H bilden.

Es scheint also einen engen Zusammenhang zwischen der multiplikativen Struktur
von Ag und der Kategorie (g zu geben.

Kommen wir nun zur Z(ZG)-additiven Struktur von {2, die in einem gewissen Sinne
dual zur Ag-Struktur ist. Da es fiir jedes z € ZG und jeden homogenen Raum G/H
eine G-Abbildung G/H — G/ H gibt, wird G-MENGEN zu einer ZG-Kategorie durch

ZG x Homg(G/H,G/K) — Homg(G/H,G/K)
z,(G/H - G/K) ~ (G/H —G/K 5 G/K).
Es spielt keine Rolle, auf welcher Seite z € ZG operiert, da fiir alle g € G gilt: G/H =
G/K 5 G/K =G/H 5 G/H 5 G/K. Die Z(ZG)-Struktur auf Q entsteht durch die
triviale Operation auf Objektmenge und
Z(ZG) x Homq(G/A,G/B) = Homg(G/A,G/B)
2,G/[A—~G/X - G/B ~_.-GI/A&G[A~G|/X - G|B

mit Z-bilinearer Fortsetzung. Die Bilinearitat der Verkniipfung folgt aus der Transiti-
vitit von Pullbacks:

P P
/N £ /N
G/X () G/Y o - G/X (¥) G/Y
< N LN = . = 2/ N\ < N\
G/A G/B G/C G/X G/B G/C
2./ Z
GJ/A G/A
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P
7 N\
G/X (¥) G]Y
= 3/ NN
G/X () G/B G/C
< N\ 3/
G/A G/B
P
< N\
G/X GJY
s/ (¥) /N
G/X G/B G/C
N/
G/A G/B

Hier markiert (*) die Pullbacks.

Man kann zwei duale Zerlegungen der Morphismenmengen Homq(G/A,G/B) an-
geben, die entweder die Ag- oder die Z(ZG)-Struktur reflektieren. Gegeben sei ein
Element % = (G/A < G/X 3 G/B) € Homq(G/A,G/B). Die erste Zerlegung ordnet
die Morphismen nach dem Raum G/X in der Mitte (“Orbits oben”) und die zweite
nach dem Orbit in

G/AxG/B= || G/An®B,
AgBEA\G/B

in das G/X 2% G/A x G/B abgebildet wird (“Orbits unten”).
Beschreibung der Z(ZG)- Zerlegung: Seien A, B und X fixiert. Fiir a € G kommen

nur Elemente aus
NX(A):= N¥(A):={ge€ G |AC X}

in Frage, analog fiir b. Fiir o’ € A, a € N¥(A) liefern a,aa’ identisch G-Abbildungen
G/X — G/A. Fiir z € NgX, dem Normalisator von X in G, erhélt man eine Isomor-
phie von Diagrammen

G/X
a/ \. b
G/A z G/B .
za "\ /" zb
G/X
Definiert man
(2.18) W(A, X, B) := B\NX(B) xny,x NX(A)/A,
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8o erhélt man Injektionen
ZW(A,X,B) — Homq(G/A,G/B)
bxa — (G/A&G/X%S G/B),
die eine Bijektion
(2.19) @ zw(4,Xx,B) = Homg(G/A,G/B)
(X)<(A).(B)

liefern. Elemente in Homq(G/A, G/B), die vom Summanden ZW (A, X, B) herriihren,
heiflen vom Typ (X). Die Projektionen auf die Morphismen vom Typ (X)

(2.20) ¥x := ¢y : Homq(G/A,G/B) - ZW(A, X, B)

werde im weiteren mit ¥x bezeichnet.
Im Spezialfall G abelsch ist natiirlich W(A4,X,B) = G/(AN B). Wichtig ist die
Struktur der Endomorphismenringe. Es ergibt sich eine Bijektion

@ zw(4,X,A)-S Enda(G/A). i
(X)<(4)

Wegen ZW(A, A, A) ~ ZW A erhilt man Ringmorphismen
zZwA 24 @zw(4,X,A)~ Enda(G/A)

(2.21) id \, /YA :
ZWA

Diese Ringmorphismen werden fiir die weitere Untersuchung fundamental sein. i

Beschreibung der Ag-Zerlegung: Gegeben seien A, B und AgB € A\G/B fest.
Jeder Morphismus G/X — G/A x G/B mit Bild in G/AN?B kann als Element des
Burnsideringes A snsp interpretiert werden, und man erhilt eine Injektion

Aanep — Homg(G/A,G/B)
G/X
(AN9B)/X = 1/ N7,
G/A G/B

insgesamt ergibt das eine Isomorphie

@ Aansp = Homa(G/4,G/B).
AgB

21



Diese Zerlegung wird von der Ag-Operation respektiert.

Die Zerlegung 2.19 in Typen ist jedoch fiir die weitere Untersuchung wichtiger, weil
sie enger mit den Ringmorphismen in 2.21 und der Verkettung in  zusammenhé&ngt.
Sie hat noch eine weitere giinstige Eigenschaft: Die Zerlegung

Homqo(G/A,G/B)~ @ ZW(4,X,B)
(X)<(A)(B)

ist zwar nicht invariant unter der Ag-Operation, aber in einem gewissen Sinne monoton:
Fir G/H € Ag gilt:

(2.22) [G/H) Homg(G/A,G/B) C &b ZW(A, X, B)
(X)S(A)(B)(H)

nach der Zerlegung von Produkten in Orbits. Dieses “Monotonieprinzip” wird spéter
sehr wichtig sein.

Um die Mackeykategorie {2 mit der Ringtheorie in Verbindung zu bringen, betrach-
ten wir die volle Unterkategorie © von Q mit Objektmenge {G/H | (H) € ¢(G)} fiir
eine feste Wahl von Reprisentanten H der Konjugationsklassen von G. Wir werden
hiufig den Kategorienring

(0] ~ Endq(1IG/H)

untersuchen.




3 Eine Fallstudie: G = Z/p

In diesem Kapitel sei p eine feste Primzahl und G = Z/p. Es wird die Mackeykategorie
Q := Qg und ihr projektiver AbschiuB IPQ studiert. Da die Kategorien IPQ und
IP([6)) aquivalent sind, ist es niitzlich, den Ring {@] zu untersuchen. Dabei steht
gliicklicherweise das gesamte Arsenal der Ringtheorie zur Verfiigung.

Die Methode wird sein, den Ring [©] durch Pullbacks in einfachere Ringe zu zer-
legen. Damit 148t sich in diesem Spezialfall die Kategorie IPQ und ihre niedrigen
K-Gruppen explizit bestimmen.

3.1 Pullbacks

Nach der Definition von Q ist Ko(Q) ~ Z @ Z, frei erzeugt von z. B. den Klassen
von G/G,G/* € ob(R). Wir untersuchen, wie stark sich diese Grothendiekgruppe
beim Ubergang zum projektiven AbschluB IP(Q) verkompliziert. Ein Blick auf den
Kategorienring zeigt, dafl einiges passieren mu8.

Als Matrizenring veranschaulicht sich

G Z
Q] = .
o=(% &)
Die beiden strukturellen Grundbausteine, der Burnsidering Ag und der Gruppenring

ZG treten also unvermischt, in Reinform in (@] auf. Wir notieren Elemente in (6]
durch die Matrixschreibweise

o bG ZG Z
(cG dG+eG/G)€( z AG)"[@]*
wobei @ € ZG, b,c,d,e € Z, und jeweils bG := b(G/G « G[* — G[¥), ¢G =

¢(G/+ « G/* — G/G). Die Ringmultiplikation ist schon in diesem einfachen Fall
erstaunlich komplex und errechnet sich zu

a bG A G
G dG + eG dG d'G+¢€G|G

_ ( ad +bc' Y e 9 (lalt + pbd’ + be')G )
=\ (clo| + pdc’ + ec')G (cb' + pdd’ + de' + ed')G +ee'G/G ]
Hierbei ist | | : ZG — ZG/G ~ Z die Augmentation g ~ 1.

Betrachten wir nun die Endomorphismenringe in €, also die Diagonaleintrige von
[@], d. h. Burnside- und Gruppenring. In unserem Spezialfall G = Z/p vereinfachen
sich allgemeine Resultate iiber Burnside- und Gruppenring drastisch:

Die Einbettung des Burnsideringes

Ac— ]z
#(G)
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(sieche Formel 2.14) ist nichts anderes als eine Pullbackdarstellung:

Ag — Z
o
Z — Z/p

Fiir Gruppenringe existiert fiir |G| quadratfrei eine Einbettung in ein Produkt von
Drehgruppenringen (siehe [Kli], Korollar 3.4)

zG - [[z(¢] - B,

(mit bestimmten Gruppen B, und Einheitswurzeln (,), die sich wiederum zu einem
klassischen Pullback vereinfachen (“Rims Quadrat”):

z¢ — zg)
(3.2) i i
L
Z — Zlp

Hierbei sind fiir einen festen Erzeuger g von G und eine p-te primitive Einheitswurzel
(p die Abbildungen

1.'1(9) = CP! ig(g) =1, .?I(Cp) =1, j?(l) = 1.

Aus diesen Pullbackdarstellungen von Ag und ZG kann man eine Pullbackdarstel-
lung von [©] gewinnen. Dazu wird ein Hilfsring benétigt:

R := {( a I:ib ) I a,b,c,de Z} C MatyZ.

c

Satz 3.3 Es ezistiert ein Pullback von Ringen
l:; I
i3 l J 71

(Z/p Z/p) = R

e e e e S




Dabei sind die Ringmorphismen gegeben durch
o @ bG _ pb
WG dG+eGIG ) ~ pd +
ol @ bG _ o
2\ G dG+eG/G ) e
. (a pb _
") = (")
(%) = (
Hierbet ist ": Z — [(,] die Abbildung g — (.

Beweis. Nachrechnen zeigt, dal Ringmorphismen vorliegen. Fiir die Pullbackeigen-
schaft priife man, daf§ das Diagramm die Form

[©)/(kerni; Nkerni;) — [©]/kern i;
[©]/kern i, — [©]/(kern3; U kern3y)

hat, welches nach [C-R], S. 23 ein Pullback ist. Wir iibergehen das Vorrechnen. O

Der Ring R kann nun durch ein weiteres Pullback zerlegt werden: Sei R := Z/p®R.
Lemma 3.4 Es ezistiert ein Pullback von Ringen
R — Mat, Z

| |

R — Maty(Z/p)

Die waagerechien Pfeile sind die kanonischen Inklusionen, die senkrechten die kanoni-
schen Projektionen.

Beweis. Offenbar liegen Ringmorphismen vor. Das Ideal I := pMat,Z ist ganz in
R C Mat,Z enthalten. Man priife, da8 das Diagramm die Form

R — Mat, Z

| |

R/I — (Maty,Z)/I
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hat, welches nach [C-R], S. 23 ein Pullback ist. o

Man beachte, daB der Ringmorphismus R — Mat,Z, falls Mat; Z mit der Standard-
involution versehen wird, die Involutionen nicht respektiert. Dieses Pullback ist deshalb
vom L-theoretischen Standpunkt wenig niitzlich.

Man vermag also den Kategorienring [©)] in relativ bekannte Ringe zerlegen. Nun
muB man Wissen iiber diese Bestandteile in Information fiber [©] ummiinzen. Dies
kann geschehen, dank

Satz 3.5 Gegeben sei ein Pullback von Ringen

i
A 7™ A
i3 l I.f: )
Ja
A, — N
wobei mindestens einer der Morphismen 1,13 surjektiv ist. Dann ist die Kategorie IPA

dquivalent zur Pullbackkategorie IPAy X pp IPA;, und es ezistiert eine ezakte Sequenz
(Ausschneidung, “Mayer-Vietoris”)

K1(A) = K1(A1) ® K1(Az) — K1(A') = Ko(A) = Ko(A1) ® Ko(A2) — Ko(A').

Sind beide Ringmorphismen iy und iy surjektiv, so lafit sich diese Sequenz verldngern
2u

Ka(A) = Ka(A1) ® Ka(Az) = Ka(A') = Ky(A) = ---  — Ko(A').
Beweis. [Mil], §2. u]

Die Bedingung fiir die Verlingerung der Mayer-Vietoris-Sequenz, némlich da$ ¢,
und i, surjektiv sind, ist hinreichend aber nicht notwendig, siehe [G-W).

Eine Pullbackkategorie C; Xp Cz von zwei Funktoren C; —+ D ¢ C; kann
2. B. so konstruiert werden. C; Xp C; habe als Objekte Tripel (a;,®,as) mit a; €
ob(C1), az € ob(C3) und ¢ € Homp(Fi(a1), Fz(az)) ein Isomorphismus. Morphismen
zwischen (ali¢t 02) und (b'h 'bs b?) sind Paare (fhf?) mit fi € Homc,-(a.', b.'), 1= 1,2,
so dafl das Diagramm

F()

F1(61 ) Fg(ﬂz)

4| | v
Fi(by) I Fy(b2)

kommutiert.

26




Wir notieren Morphismen bisweilen mit einem einzigen suggestiven Diagramm

¢
a1 Fi(e1)) = Fya;) ag
faJ Fl(fl)] JFn(f:) J.fz )
by Fi(h) T F(b) by

Die Aquivalenz JPA; X ppIPA; — IPA im Satz 3.5 kann wie folgt konstruiert werden:
Gegeben (P, P2,¢) € IPA; X pp IPA;. Es sei

(3.6) M(Py, P, ¢) € IPA
zunéchst als Z-Modul gegeben durch
{(P1,22) € PL X Py | $51e(;1) = Ga(pa)} -
Die A-Modulstruktur wird durch
A-(p1,p2) = (12(A)p1, i2(N)p2)
geliefert.

3.2 Projektive Moduln

Nun werden die Pullbacks aus dem obigen Abschnitt verwertet. Die Ringe R, R und

[@]werden der Reihe nach untersucht.
Alle Ringe, die sich in irgendeiner Weise als Matrizenringe schreiben lassen, besitzen
kanonische projektive Linksmoduln, nimlich ihre Spalten. Das trifft also auf R =

G ph und B = ? - zu. Die beiden Spaltenmoduln von R seien
¢ d

c d
S;:={(:) Iﬂ,bEZ} undS;;::{(p:) ’G,bEZ},

und entsprechend seien

5’;::{(:) la,bEZ/p} und.g‘zz-:{(g) leZ/p}

die beiden Spaltenmoduln von R. Offenbar ist §; = R®g S;, i = 1,2. Fiir R sind das
im wesentlichen alle projektiven Moduln:

Lemma 3.7 Jeder endlich erzeugte projektive Modul von R ist isomorph zu einer di-
rekten Summe von Moduln 51 und 5,. Es ist Ko(R) ~ Z @ Z.
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Beweis. Wir reduzieren nach dem Radikal (= Jacobsonradikal): Die maximalen Links-

T {2}

Das Radikal von R, der Durchschnitt aller maximalen Linksideale, ist also rad(®) =
{( g 0 )} Da rad(R) nilpotent ist, ist B rad(R)-vollstindig. Nach [Bass], S.90,
Proposition 2.12 induziert der Reduktionsfunktor PR — IP(R/radR) eine Isomor-
phie der Objektmengen (“Liften von Idempotenten”). Es wird aber IP(R/radR) =
IP(Z[p x Z[p) frei erzeugt von den Faktoren von Z/p x Z/p, deren Lifts nun gerade
51 resp. 8, sind. Dementsprechend ist Ko(R) ~ Ko(Z/p X Z/p) ~ Z & Z. o

Wir wollen die analoge Aussage fiir R beweisen. Hier ist die Situation etwas uniiber-
sichtlicher, und es wird die Kenntnis der R-Homomorphismenmoduln der 5;’s benétigt.
Aus

R =~ Endg(R) =~ Endg(5:0 %)
~ Endgz(5:)® Homg( 5, 53) & Homp( 52, 51) © Endg(53)
folgt:
Endp(51) =~ Z/p
Endp(S;)) = Zfp
(3.8) Homp(53,8) ~ Z/p
Hom§(§1,52) ~ 0.

Lemma 3.9 Jeder endlich erzeugte projektive Modul von R ist isomorph zu einer di-
rekten Summe der Moduin Sy und Sy. Es ist Ko(R) ~Z @ Z.

Beweis. Wir benutzen das Pullback aus Lemma 3.4:
R — Mat:(l)

| |

R — Maty(Z/p)

Die Kategorien IP(R) und IP(R) xp Mat,(Z/p) IP(MatzZ) sind dquivalent. Untersu-
chen wir also die Pullbackkategorie. Da jeder Ring zu seinen n x n-Matrizenringen
Moritadquivalent ist, wird JP(Mat,Z) von dem Spaltenmodul N frei erzeugt, und die _
Mat;(Z)-linearen Abbildungen N — N sind gegeben durch Multiplikation mit einem
Element a € Z, Analoges gilt fiir IP(Maty(Z/p)). Also ist Endpat,72(N") ~ GLa(Z),
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Endez,p(ﬁ“) ~ GLn(Z/p). Die projektiven R-Moduln S;, ¢ = 1,2, entsprechen
gerade den Elementen

(5, NN, N)
der Pullbackkategorie. Sowohl §; als auch 5 sind Lifts von N. Gegeben sei nun ein
beliebiges Element der Pullbackkategorie

(5, N~ N~ N7

wobei § eine direkte Summe von n Moduln aus {Sy,3,} ist. Nachzuweisen ist, da8
dieses Element in die trivialen Moduln zerfallt.

Fassen wir dazu ¢ als n x n-Matrix beziiglich der Standardbasis in N™ mit Eintrigen
in Z/p auf. Man entnehme 3.8, da8 es nicht immer maglich ist, ¢ nach IPR zu liften.
Diese Unpéflichkeit kann jedoch mit einem Koordinatenwechsel behoben werden: Man
wihle einen R-lineare Isomorphismus

$:5 = Sk sk,
der durch eine Permutationsmatrix beschrieben wird. Da Permutationsmatrizen als

solche nach IPMaty(Z/p) absteigen und miihelos weiter nach JPMat3(Z) geliftet werden
kénnen, erhilt man einen Isomorphismus in der Pullbackkategorie:

g Nn —= RNn N»
o] [v |
~1
stost A N Fe o e
Hierbei beschreibe 1 jeweils den durch die Permutationsmatrix gegebenen Morphismus.

Ohne Einschrinkung sei also § = 3% @ 5%, und wir konnen mit bereinigter
Notation neu beginnen. Nach der Gaufl-Bruhat-Zerlegung vermag man eine Zerlegung

¢'1=BOPGU

finden, wobei U durch eine unipotente oberer Dreiecksmatrix, P durch eine Permutati-
onsmatrix und B durch eine oberer Dreiecksmatrix beschrieben wird. Also kénnen die
Automorphismen P und U nach IP(Mat,Z) geliftet werden. Es ist klar, da$ auch B~1
eine obere Dreiecksmatrix ist. Nach 3.8 kann B ebenso nach IPR geliftet werden. Wir
bezeichnen die jeweiligen Lifts immer mit dem gleichen Symbol. Diese Lifts liefern nun
die gesuchte Trivialisierung:
Sost  Av —> Fr m»

A

B“] B ]PU ]PU_ :

St@Spt  Nm —— Nm A°



m}

Damit werden die Bestandteile des Pullbacks aus Satz 3.3 hinreichend gut beherscht,
um die Struktur der Kategorie /P[] zu analysieren. Dies geschieht durch die Kate-
gorien IP(ZG) und IP(Ag), die wiederum durch die Pullbacks in 3.2 und 3.1 bequem
zugénglich sind.

Satz 3.10 Jeder unzerlegbare, nichttriviale projektive Modul dber ZG ist von der Form
M(I1,Z,1),

wobes I ein nichitriviales Ideal in Z[(y) ist, und 1 € Z[p* = GL1(Z[p). Jeder unzer-
legbare, nichttriviale projektive Modul tiber Ag ist von der Form

M(Z,Z,d);
wobei d € Z[p* = GLi(Z[p). Hierbesi ist M(?,7,?) die Kiebekonstruktion aus 3.6.

Beweis. Zunéichst zur Aussage iiber den Gruppenring. M(I,Z, 1) ist unzerlegbar und
nichttrivial, weil es I und Z sind. Gegeben irgendein Element M(P,Z",¢) der Pull-
backkategorie. Man zerlege P = @], I; in eine Summe von nichttrivialen Idealen in
Z[(p). Da jedes nichttriviale Ideal in Z[(,] konstanten Rang 1 hat (die Idealklassen-
gruppe von Z[(;] ist ja auch dessen Picardgruppe), liegt es iiber dem Z/p-Modul Z/p.
Man stelle sich wieder ¢ € Gl,(Z/p) als Matrix vor und zerlege

¢ 1=DoVoPol,

wobei U, V durch unipotente obere Dreiecksmatrizen, D durch eine Diagonalmatrix und
P durch eine Permutationsmatrix beschrieben wird. Da die Abbildung Z[(,] — Z/p
eine Surjektion Z[(p]* — Z/p* induziert, 1a8t sich D=1 nach IP(Z[(,]) liften. Klar ist,
da8 sich P,V und U nach IPZ liften lassen.

Dies liefert den erwiinschten Isomorphismus in der Pullbackkategorie

&L (Z/p" - (Z[p)* Z°
D“l D"‘l | lVPU IVPU,

OL: (@ —— @y T

welcher die behauptete Zerlegung in irreduzible Moduln ist. Das Argument fiir den
Burnsidering ist analog. a

Wir konnen nun zum Hauptresultat dieses Abschnittes schreiten:
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Satz 3.11 Jeder unzerlegbare, nichiiriviale projektive Modul iiber (@) hat die Form

( M(Itzz, 1)) oder ( M(é;zz,d))

fiir I € Z[(p) ein nichtiriviales Ideal, d € Z[p*. Die [0]-Modulstrukturen werden durch
die folgenden Formeln beschrieben:

(5 () - ()

(& wr) (@) = (mlton)

Beweis. Es wird das Pullback aus Satz 3.3 verwendet. Zu untersuchen ist die Pullback-
kategorie IP(Z[(p] X Z) X p(Z/pxZ /) IP(R). Die beiden nichttrivialen, unzerlegbaren
projektiven Moduln von R seien S; und §; wie in Lemma 3.9. Sie induzieren die bei-
den nichttrivialen projektiven unzerlegbaren Moduln $; und 8; von Z/p x Z/p. Die
nichttrivialen unzerlegbaren projektiven Moduln von Z[(,] X Z sind von der Form I X 0
oder 0 X Z (I C Z[(p) nichttriviales Ideal), die ebenfalls Sy resp. S, induzieren. Die
Objektmenge der Pullbackkategorie zerfillt also, deshalb die beiden Alternativen im
Satz. Betrachten wir zunéchst ein Element der Form

@Pr sLs s
=1
Dies zerfillt in Moduln der angegebenen Form, analog zum Beweis von Satz 3.9.
Gegeben sei nun ein Element der Form

n
Pz 558 s
=1

Durch die Zerlegung
¢ '=DoVoPolU

(P Permutationsmatrix, D Diagonalmatrix, U und V unipotente untere Dreiecksmatrix)
erhilt man wie gehabt den gesuchten Isomorphismus

. 0
zr 5p — $3 8%

idl idl 1VPUIVPU ’
-1
AN

der die Zerlegung liefert. Die Formeln fiir die [@] Modulstrukturen ergeben sich aus

der Klebekonstruktion 3.6.
O
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3.3 Die Klassengruppe

Im vorigen Abschnitt wurde die Kategorie der endlich erzeugten, projektiven Moduln
von [O] analysiert. Wir sahen, daB die beiden Strukturmerkmale ZG und Ag gleich-
berechtigt auftreten, ohne sich gegenseitig zu beeinflussen. Die Situation &ndert sich
dramatisch, wenn man zur Klassengruppe Ko([©]) iibergeht, d. h. stabilisert wird.
Wie wir sehen werden, ist der Einflul von Ag instabil und kiirzt sich fast vollsténdig
heraus, es bleibt lediglich die Struktur iibrig, die von ZG x Z, den Gruppenringen
der Weylgruppen, geliefert wird. Hauptwerkzeug in diesem Abschnitt wird die Mayer-
Vietoris-Sequenz aus Satz 3.5 sein.

Satz 3.12 Der Ringmorphismus (0] — Z[(,] X Z induziert eine Isomorphie der Ko-
Gruppen. Es ist Ko([0©)) ~ Z ® CI(Z[(,]) ® Z.

Beweis. Wir benutzen Milnors Mayer-Vietoris-Sequenz zum Pullback in Satz 3.3:

K\(Z[() x Z) ® K1(R) = K1\(Z/p x Z[p) —
Ko([6]) = Ko(Z[(y) X Z) ® Ko(R) — Ko(Z/p X Z/p)

Nach Lemma 3.9 ist Ko(R) — Ko(Z/p X Z/p) ein Isomorphismus. Die Behauptung
folgt aus der Exaktheit der Sequenz, wenn nachgewiesen wird, daf

K\(Z[(p) X Z) ® K+1(R) — K1(Z/p x Z]p)

surjektiv ist. Dies kann schon in den Einheitengruppen der Ringe gepriift werden. Es
liegt ein kommutatives Diagramm

R* T Z/preZ/p

| |

Ki(R) — Ki(Z/pxZ/p)

vor. Sei @ € Z mit @ € Z/p. Da a und p relativ prim sind, kann man d,c € Z finden
mit ad + pc = £1, also d = +a~! mod p. Die Matrix

X:=(: E)ERCMath
hat dann Determinante +1, ist also in Maty(Z) invertierbar, und nach Determinan-
tenformel fiir Inverse schon in R invertierbar. X repréisentiert also ein Element in
K1(R), das auf (@,+a"') € K1(Z/p x Z/p) abgebildet wird. Also ist eine “Diagonale”
im Bild von Ky(R) — K1(Z/p x Z/p). Andererseits ist K1(Z[(;]) — K1(Z/p) sur-
jektiv ([Mil], S. 32). Zusammen mit der Diagonalen ergibt das die Surjektivitit von

K\(Z[(] x Z) & K1(R) — K1(Z/p x Z/p).
O

32




Korollar 3.13 Der kanonische Ringmorphismus
ZG x Z(G/G) 2 [0]
induziert einen Isomorphismus in den Ko-Gruppen.

Beweis. Die Vorder- und Riickseiten des folgenden Wiirfels sind Pullbacks, und der
Wiirfel selbst ist ein Morphismus der Pullbacks.

(0]
i P
ZGXZ‘_i“ ZxZ

ZGIXZ — | Z[pxZ/p
/

(3.14) Z[G) x Z

Man erhélt einen Morphismus von Mayer-Vietoris-Sequenzen:

Zlpx Z

0 — Ko(ZG X Z) — KO(Z[Cp] X Z)@Ko(z X Z) — Ko(Z/p X Z)
A | |
0 —  Ko([€]) — Ko(Z[GlxZ)d Ko(R) — Ko(Z/pxZ/p)
Die beiden rechten Abbildungen sind Isomorphismen, nach dem 5er Lemma also auch

A...
O

Man bemerkt, dafi der Einflu des Burnsideringes verlorengegangen ist. Der Grund
fiir diesen Stabilisierungseffekt ist, daB die beiden Abbildungen

Ki(R)

|

K\(Z[G) x Z) — K\(Z/px Z[p)

fiir sich betrachtet nicht surjektiv sind, wohl aber ihre Summe.
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Beispiel 3.15 Hier ist die Kiirzung. Notation wie im Satz 3.10. In Ky([O]) gilt die

folgende Gleichung:
(ZZG)@(M(Z?ZA))‘(ZZG)
= (ZZG)‘B(M(z?z,n)'(ZzG)

_ /4
- M(Z,2Z,1)
(*) kann man in der Pullbackkategorie verfolgen; der fragliche Isomorphismus ist nimlich

( M(gl,d) )

| ¥
ZGIxZ  Zoxzip 22 zjpxzs R
@1) [ @1) ] ] (d,d-Y) j (d,d-1)
ZIXxZ ZfpxZjp — Z/pxZlp R

Faft man alles zusammen, so ergibt sich die projektive Klassengruppe
Ko@) = Ko(IPR)/Ko(R)
Ko(Z[(y) x Z)/Z*
= CUZ[())
als die Idealklassengruppe von Z[(,]. In Kapitel 5 wird die projektive Klassengruppe
als Teil eines Hindernisses interpretiert, dessen Verschwinden es erméglicht, in der

L-Theorie kategorientheoretische Probleme ringtheoretisch zu l6sen. In unserem Fall

verschwindet das Hindernis manchmal schon aus rein zahlentheoretischen Griinden,
nidmlich CI(Z[(,]) = 0.

12

3.4 Die Torsionsgruppe

In diesem Abschnitt wird gezeigt, da auch K;(ZG x Z) =5 K;([0]) ~ K1(Q) ein
Isomorphismus ist, doch leider kann die Argumentation nicht so geradlinig wie im Falle
Ko verlaufen. Das Hauptproblem besteht in der Verlingerung der Mayer-Vietoris-
Sequenzen nach Kj. Es liegt natiirlich nach Satz 3.5 eine exakte Sequenz
0=Ky(Z/pxZ[p) -~
K1() — K\(Z[G) X Z) ® Ky (R) — Ky(Z[p X Z) - 0

vor. Ein Problem ist die Bestimmung von Kj(R). Die entsprechende Sequenz ist
a priori erst ab K; exakt:

0 = K;(Maty(Z/p)) >

G0 ) - Ku(®) @ Ks(Mata(2)) » Kx(Mata(Z/p)) — 0
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Der letzte Pfeil ist 0, weil K;(Matq(Z/p) ~ Z/p* ein Torsionsmodul und Ko(R) frei
ist (Lemma 3.9). Hindernisse fiir die Existenz von exakten Auschneidungssequenzen
sind von Geller und Weibel in [G-W] bestimmt worden.

Fiir einen injektiven Ringmorphismus A «+ B und ein Ideal I C B, das ganz in
A enthalten ist, definieren sie Hindernisgruppen K;(A4,B,I), ¢ > 0, so da8 im Falle
Ki(A,B,I)= K;_1(A, B,I) = 0 eine exakte Sequenz

Ki(A) - Ki(B)® K;(A/I) - K;(B/I) —
K.‘..]_(A) — K.’-](B) ® K,'_l(A/I) — K,’..](B/I)

vorliegt. Diese Hindernisgruppen werden als Homotopiegruppen definiert, gestatten
jedoch fiir kleine Indizes algebraische Interpretationen. Es ist z. B. immer Ko(A4, B,I) =
0, das ist gerade Satz 3.5. Interessanter ist

Satz 3.17 (Geller—Weibel) Es gilt
Ky(A,B,I)~ BJA®z I/I*/ {b@cz + c® zb— bc® z; b,c € B, z € I/I?}

Beweis. [G-W)], Theorem (0.2) und Bemerkung (4.1.2). ]
Diese Darstellung f&llt natiirlich nicht vom Himmel, sonder ergibt sich aus einer Dar-
stellung von K(A, B, I) als Quotient gewisser Steinberggruppen.

Das Resultat 148t sich anwenden:
Satz 3.18 Es ist K1(R, Maty(Z), pMaty(Z)) = 0. Die Sequenz in 3.16 ist also ezakt.

Beweis. Man spiele mit den Relationen aus Satz 3.17. Sei A := R, B := MatZ, I :=

pMat,Z. Es ist B/A = g Zofp ~ Z/[p, und I/I* ~ Maty(Z/p). In den fol-
genden Rec.hnu.ngen unterdriicken wir hiufig Martizeneintrige, die 0 sind. Fiir ein
:¢:=(a'.1 )EI/I’ha.tman
T3 T4
o= () 1)e

Je ( Nes ool ) st
o(g ) a( | )ea

sowie

@jﬁ( Vos(, ) i
da(l )GA.

] il
[ o] ——
-+
/"—"\
\-.___./
/"—"'\
@
8 8
L =]
(=]
S’
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Jedes Element aus K;(A, B, I) kann dargestellt werden als

Yoz 2)-( e(z )+ )e(s2)
(De(nn)=(1)e(no) ®\o w)
welches nach dem Vorangegangenen 0 ist. o

Dieses Resultat erdffnet einen Weg, um K;y(R) zu berechnen.

Lemma 3.19 Der Ringmorphismus R i Z[p x Z[p induziert einen Isomorphismus
E\(R) = K\(Z/px Z[p) ~ Z[p" ® Z/p".
Beweis. Der Ring R ist eine triviale spaltende Erweiterung des Ringes Z/p X Z/p um

diiaeal Fie {( 0 )eﬁ};
a 0

I-R=Z/pxZ/p

Die Abbildung K(f) besitzt demnach ein Rechtssinverses, ist also surjektiv. Es reicht
also, noch |K;(R)| < |K1(Z/p X Z/p)| zu zeigen. Da R semilokal ist, gilt nach [Vas],
daB die Abbildung R* — K;(R) surjektiv ist, mit Kern erzeugt von allen Ausdriicken
der Form (1+2y)(1+yz)~!, deren Faktoren aus R' stammen. Nun ist aber fiir ¢ € Z/p
beliebig

el ) D)D) = (Ca)(0 )

1
c 1)
und man erhélt eine Surjektion
* [ B 1 —
zjp oz =T/ {( ] | )cezin} — @
Also muB K( f) bijektiv sein. o

Lemma 3.20 Es ist Ky(R)~Z /20 Z[p*.

Beweis. Nach Satz 3.18 verschwinden die Hindernisse fiir die Existenz einer exakten
Auschneidungssequenz ab K;. Es liegt also eine exakte Sequenz vor:

KiZ[p) —» Ki(R) —» K(R) oKy(Z) L Ki(Z/p) — 0

= | e

0 Zip*oZ[p* Z]2 Z/p*
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Nach Lemma 3.19 fassen wir Ky(R) als Untergruppe der invertierbaren Diagonal-
matrizen auf. Es ist
kern f =~ {(a,b,c)|a,beZ/p*, c€ Z*, abe™" =1 mod p}
{(a,ca™¢) |a € Z/p", c€ Z°)
Zip*®Z/2

Fiir p # 2 kann man K;(R) als Menge {(a,%a™!) | a € Z/p*} identifizieren. o

R R

Und nun:

Satz 8.21 Der Ringmorphismus ZG X Z Ly [©] induziert eine Isomorphie der
K,-Gruppen.

Beweis. Wir ziehen wieder-den Morphismus von Pullbacks 3.14 heran und erhalten

0 - K(ZGXZ) - K(ZGIeTOK(ZoZ) b K(@/px2)

A«l l

0 -  K(6) - KZGIxZok(R) B Ki(Z/pxz/)

Das Diagramm beginnt oben links mit 0, weil K3(Z x Z) — K3(Z/p x Z) surjektiv
ist. Man mufl nun die Kerne von f; und f; von Hand vergleichen. Es ist

kern fy = {(a,2),(9,2) | @ € Z[G]*; 2,9,2€ Z°, |aly™ = 1(p),zy~" = 1}
kern f; = {(e,2),(a,ba™",b) | @ € Z[G]*, a € Z/p*,b € Z°, |afa™ =1, zba =1}

Die Abbildungen zwischen den Kernen
kern fi 3 (@, 2),(3,2) — (o, ), (¥, 24y, 2y) € kern f;

liefert eine Isomorphie, da die definierenden Relationen aufeinander abgebildet werden:

laly!=1 mod p e lely*=1 modp
zyl=1 z((z)y )P =1"
Also ist K1(A) ein Isomorphismus. o
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4 Lokalisierung abseits der Gruppenordnung

In diesem Abschnitt wird studiert, wie sich  bei der Invertierung der Gruppenordnung
von G verhdlt. Es sei durchgingig G eine beliebige endliche Gruppe und R ein Ring,
in dem |G| invertierbar ist.

R®gz Q ist R®z Q-additiv, und der Burnsidering mit Koeffizienten in R ist trivial, _

d.h. R®¢: R® Ag — []4q) R ist ein Isomorphismus. Es treten also |¢(G)| ortho-

gonale, zentrale, primitive Idempotente {1 ®ell | () e qS(G')} auf, die die Kategorie
R ® Q und die Algebra R ® [©] zerlegen. Wir schreiben fiir diese Idempotente oft
einfach nur eﬁg |, Da Q eine Mixtur aus Burnsidering- und Gruppenringstruktur trigt,
kann man erwarten, daB in den Zerlegungskomponenten die Gruppenringstrukturen
dominieren. Das ist auch der Fall: Es wird eine Moritaiquivalenz My zwischen den
Ringen e}?l[R ® 0] ~ [e',?lG] und RW H konstruiert. Die Kategorien E’(e}?‘[ﬂ ® 6])
und JP(RW H) sind also 4quivalent und besitzen insbesondere isomorphe K- und L-
Gruppen.

Leider ibertragen sich diese Moritaiquivalenzen nicht auf den ganzzahligen Fall
und sagen zunichst nichts iiber den Ringmorphismus R® A : [T x)eg(q) BEWH — [R®
O] aus. Jedoch kann obige Moritadquivalenz M := @ My als “koordinatensystem”
benutzt werden: statt (R ® A), werden wir den induzierten Funktor F im folgenden
Diagramm studieren:

IP([R ® ©])

/ BNy
P(IRWH) 5  IP(®®R)

Es stellt sich heraus, daf der Funktor F beziiglich der Ordnung vom ¢(G) “monoton”
ist, genauer: er 148t sich als “unipotente obere Dreiecksmatrix” beschreiben. Aus dieser
Eigenschaft vermag man leicht ableiten, daB K(F), L.(F) und L*(F) Isomorphismen
sind. Dann sind es aber auch K,(R® A), L(R ® A) und L*(R® A)! An dieser
Stelle wird also ausgenutzt, daB die Kategorie { eine versteckte “Anordnung” trigt,
die jedoch erst durch den Burnsidering nach Lokalisierung sichtbar wird.

Im folgenden bezeichne ein Strich immer Tensorieren mit R, z.B. @' := R® Q.

4.1 Idempotente von Burnsideringen

wir bendtigen explizite Formeln fiir die Idempotente von Burnsideringen, um ihre Wir-
kung auf Q zu kliren. Formeln, die auf der Kombinatorik des Untergruppenverbandes
basieren, sind von Yoshida [Yos] mitgeteilt worden. Die Resultate sind wie folgt:

Das Ingredienz der Kombinatorik ist die Inzidenzalgebra (siehe [Aig]). Der Un-
tergruppenverband §(G) wird durch die Inklusion zu einer (teil-)geordneten Menge
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(poset). Fiir eine endliche geordnete Menge P und einen Ring A existiert eine Inziden-

zalgebra
{f:PxP->R|zLy= f(z,y) =0}

mit der wohldefinierten Verkniipfung (f * g)(a,d) = ZGSSS& f(a,z)g(z,b). (Nebenbei
bemerkt: Diese Inzidenzalgebra ist gerade der Kategorienring zur Kategorie R ® P.)
Elemente von Interesse sind

- 1l z=y9
Kroneckerdelta &(z,y) := { 0 sonst
| _ (1 =%y
Zetafunktion ((z,y) := { 0 sonst
Mébiusfunktion poi= (L

Aus der Gruppentheorie werden folgende Konstruktionen ben&tigt: Fiir eine multi-
plikative Teilmenge * C Z (man kann sie ohne Einschrinkung als saturiert annehmen,
d.h. Teiler von Elementen aus 7 sind selber auch in r enthalten) und eine endliche
Gruppe G existiert genau ein mimimaler Normalteiler $*G, fiir den G/(S™G) eine
auflésbare 7-Gruppe ist. (r-Gruppe bedeute, daB die Ordnungen der Gruppenelemen-
ten Vielfache in 7 besitzen.) G heifle x-perfekt, falls G = S*G. G ist offenbar perfekt
genau dann, wenn G {1}-perfekt ist. Fiir eine beliebige Untergruppe D und eine «-
perfekte Untergruppe H von G sei

L(H) = Li(G,H):={A<G|S™(A)=H} C5(G)

MD,H) = Y, uD,S) €R
SeLx(H)
Sei Pr(G) := {(H) € ¢(G) | H ist x-perfekt}. Fiir (H) € Pr(G) sei
x . 1
¢ = G = M%Hlm,\(p,ﬂ)[a/n] € R® Ac.

Satz 4.1 (Yoshida) {eﬁ.a | (H)e P,(G’)} ist eine vollstdndige Menge von primiti-
ven Idempotenten in Zy) ® Ag.

Beweis. Siehe [Yos]. o

Falls |G| € Zy invertierbar ist, ist jede Untergruppe von G w-perfekt, also L ()=
{H}, und die Formel vereinfacht sich drastisch:

(4.2) ehn = ﬁrTI;ET Mz;!wm(p,m{aml
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Wie operieren diese Idempotente nun auf der Kategorie ' und der Algebra (@17
Es ist kar, daB die Algebra direkt zerlegt wird, némlich

@]~ P [xe1~ P eHlo)
Hed(G) Hed(G)

In der Kategorie werden nur die Homomorphismenmengen zerlegt, nicht die Objekt-
menge. Formal kann dies als Limes darstellt werden:

Q o~ 1(11% (e}?lﬂ' —0- Q)

Doch was passiert im Detail?
Satz 4.3 Falls (H) £ (K), 0 ist in Homq/(G/A, G/ B) ein Morphismus von der Form
el(G/A — G/K — G/|B) schon 0.

Beweis. Nach Formel 2.17 kann man in Homg(G/A,G/B) “wie im Bursidering”
rechnen. Zur Erliuterung der Mechanik der Formel aus Satz 4.1 wird dies explizit
getan. Sei (X) € ¢(G), ¢x : Ay — R das Zshlen der X-Fixpunkte.

ex (e GIK) = wx(eg})vx(G/K)

_ ‘PX(G/K)

e (G/K) |{g€ G |*X c D}|
fN i Z»(D H)\D| D

D<H

- ex@IH) 5 5~ (o, D)u(D, B)

INGE' geGD<LH
¢x(G/K)

- g
“INGH] Y 66X, H)
9€G

_ { ¢ox(G/K) falls (X) = (H)
0 sonst

Also ist eg‘G/K r,og(G/K)eﬁ (man wende [] g auf die Gleichung an). Nun ist
(H) £ (K), also kann G/K keinen H-Fixpunkt besitzen, weshalb eiGiG/K die 0 im
Burnsidering sein mu8. Nach Formel 2.17 ist diese hinreichend fiir

él(G/H ~ GIK - G[B) =0
]

In der Tat konzentriert sich in e!,?l Q' alles in Morphismen vom Typ (H), nur “ver-
dreht”:
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Satz 4.4 Ein Morphismus in e}?'Homna (G/A,G/B) ist schon durch seine Komponente
vom Typ (H) festgelegt, d. h. die kanonische Projektion

¥ : el Homa/(G/A, G/B) — RW(A, H, B)
(siehe Abschnitt 1.8) ist bijektiv,

Beweis. Sei f € el Homq.(G/A, G/B). Nach der Formel 4.2 besteht f nur aus Sum.
manden vom Typ < (H). Man schreibe = fu+ fen, wobei Ju nur aus Summanden
vom Typ (H) und f.g nur aus Summanden vom Typ < (H) besteht. Dann gilt

f = €y Idempotenz
= eg'fu+elSlfy
= e,?'f.q+0 Satz 4.3.

J wird also schon durch fu festgelegt, vy ist also injektiv. Um einzusehen, da8 v auch
surjektiv ist, beachte man folgende Gleichung im Burnsidering:

e/ -G/ - wa L o

HgH

1
— G/H 4+ (Orbit G/H
'Wﬂ'ngnlalm / (Orbits % G/H)
= G/H+ (Orbits #G/H)

Nach der Formel enthilt el nur Orbits yom Typ < G/H und eben DJ;-*S},,G/E. Die

Multiplikation mit efl ist also fiir die Orbits vom Typ (H) die Identitst. Dann muB
¥YH surjektiv sein. o

Besonders wichtig ist der Spezialfall 7 = A = B. In diesem Fall sind alle beteiligten
Mengen Ringe.

Korollar 4.5 Die kanonischen Projektionen
Yu : el Endg/(G/H) — RWH
sind Isomorphismen von Ringen.

Beweis. Klar. (]
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4.2 Moritadquivalenzen

A-mod — End4(M)-mod, N s M®4N,

siehe [Knu], S. 53. Ahnliches gilt fiir Kategorien quadratischer oder Hermitscher For-
men.

Satz 4.8 Sei A ein Ring, P ein A-Rechtsmodul. Die folgenden Eigenschaften sind
dquivalent:

1. P ist endlich erzeugt und projektiv. Fir jeden A-Linksmodul N gilt:
PRaN=0= N =0.

2. Die Abbildung Hom (P, A) Oendsp P~ A, f®p+s f(p) ist bijektiv.
3. Es gibt py,...,p, € By Ry o€ Homy(P, A) mit 2 i filp) = 1.
Moduln mit diesen Eligenschaften heifien trey projektiv,
Beweis. [Knu), S. 52. m]

Was fiir interessante treu projektive Moduln mag es nun {iber [e}?'G’] geben? Hier-
bei ist die “Quadratform” eines Kategorienringes zu bedenken. Ein Kategorienring be-

Im folgenden sei C eine R-additive Kategorie, {z,,.. »Zn} C ob(C), M := Ilz; ein
Generator von C, und € die volle Unterkategorie von C mit Objektmenge {z;}. Wir
hatten in 2.3 ein kommutatives Diagramm von Funktoren

C-fpmod fpmod-C
YN Y
(4.6) T IPC T
82 \, &
[C]-fpmod fpmod-[C] |

wobei S(y) = Home(y, M) und S5'(y) = Home(M, y). Man stelle sich §(y) als Spalten-
modul und $(y) als Zeilenmodul von [C] ~ Ende(M) vor. Mit diesen Konstruktionen
148t es sich rechnen wie in der linearen Algebra:
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Lemma 4.7 Fir jedes y € ob(¢) gibts es einen kanonischen Isomorphismus
5(y) > 5'(y)" und S'(y) ~ S(y)*,

wobei * den Funktor [C)-Dualraum bezeichnet. Ferner gibt es natirliche Ringisomor-
phismen

End[qS(y) ~ Ende(y) ~ End[q.S"(y).
Beweis. Eine Anwendung des Yoneda-Lemmas, siehe [Sch], S.23. Man hat

Sy = Hom (Homg(M, y), Homgy(M, M))

Homy(S(y), S(M))

Homg 104(T'S(y), TS(M)) T voll und treu
Homg 104 (Y (), Y(M))

Homg(Home._1mo4(y, ?), Home (M, 7))

Home(Home. moq4(y, ?),Home(M, 7))
Home(M, y) Yoneda-Lemma

S"(y).

(+) folgt, weil jedes Objekt in C ein Summand einer Summe von Objekten aus C jst.
Durch Dualisierung beweist sich $* ~ §. Analog ergibt sich die Aussage iiber die
Ringe. (]

TRREIRR I

Explizit sehen die Isomorphismen so aus:
¥:5(y) - S'(y),
(4.8) (v z) o (25 % y) (2 2y B 2))i; e (0]

Wie erkennt man, da8 fiir y ¢ ob(C) S(y) ein treu projektiver [C)-Modul ist?
Satz 4.9 Fir y € ob(C) gelte: Jede Identitdt in ¢ Jaktorisiert in C iber y, d.h. far
alle z; € ob(C) ezistiert ein kommutatives Diagramm
id
Z; —— I
N\ v
y

Dann sind §(y) und S'(y) treu projektive [0')-Moduln.
Beweis. Es wird Kriterium 3 aus Satz 4.6 angewendet. Fir z; € ob(C) schreibe
idg, =:z,-—';y£-"rz,'. Es sei

% = (biig5); € S(y)

pi = (6;f;); € S'(y),
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wobei man ¢; als Spalten- und p; als Zeilenmodul auffasse, und §;; das Kronecker-Delta
ist. Sei ¢ : S(y) — S'(y)* der Isomorphismus aus 4.8. Man erhilt

Z (@) () = Z:(ﬁi:‘y:’ﬁi:' fidii
i i
> _(Biside, )i
= 1'e (e,
also ist $(y) als treu projektive Modul erkannt, und analog verfahre man fiir S(y). O

]

Wenden wir dieses Resutat an.

Satz 4.10 Sei |G| im Ring R invertierber. Dann ist der Ring [0'] = [R ® ©] Mo-
ritadquivalent zum Ring [] ;ye4q) RWH. Die Aquivalenz von Kategorien

P(Q) ~ IP([0) — P(]| RWH)
wird durch Tensorieren mit dem (©']-([] RW H)-Bimodul ] H)es(@) S(G/H) gegeben.

Beweis. Die Idempotente des Burnsideringes zerfillen Kategorie und Ring [0'] ~
Hef‘[@’]; es reicht, Moritadquivalenzen zwischen den Faktoren elgl[e'] und RWH
anzugeben. Betrachten wir den projektiven eﬁ?'[@’]-Linksmodul

S(G/H) = Hseob(e) Hom 0/(G/H, z). i
Behauptung: S(G/H) ist treu projektiv.

Wir planen, Satz 4.9 anzuwenden. Zu zeigen ist, daB fiir jedes z € ob(e}?le’ ) die
Identitat id, tiber G/H faktorisiert. Fiir(H) £ (K) ist e!S'Hom(G/K,G/K) = 0 nach
Satz 4.3, und darin faktorisiert natiirlich alles tiber G/H. Sei nun ohne Einschrinkung
H < K. Wir schreiben die Identitit von G/K in elS'0 als

le/k B 6k 8 q/k)
= fH + f(Hs

idg/k

1

wobei fy = (G/K & nG/H & G/K), n = |WkH| die Summanden von idg/x vom
Typ (H) sind. Wir setzen

fa Gk 2 nG/H L G/R)
gn = eSNG/E LG/ G/K)



Behauptung: idg/x = gy o fg. Esist

‘.’
sorke € G/H al
gofy = e',?’( /N o /N )
G/K, G/H G/HE GIK
*G/H |
= elal( v \ ) S
G/IK  GIK
- &
= idg/x

Jede Identitat faktorisiert also iiber G/H, und S(G/H) ist treu projektiv, gibt also An-
laB zu einer Moritadquivalenz zwischen [ei? 18] und End[ef}" eq(S(G /H)). Des weiteren
gilt
End, \6,.,(S(G/H)) =~ End e, (G/H) Lemma 4.7
ley e'] ey 1
~ RWH Korollar 4.4

Die direkte Summe all dieser Moritadiquivalenzen ergibt dann die gesuchte Moritafiqui-
valenz zwischen [©] und [ RWH. m]

Falls |G| € R invertierbar, ist die gesamte zusitzliche Struktur, die durch den Burn-
sidering geliefert wird, nur eine Verschleierung. Leider existieren solche Aquivalenzen
nur im lokalisierten Fall und stehen zunichst in keinem offensichtlichem Zusammenhang
mit dem natiirlichen Ringmorphismus A : [ RWH — [©].

4.3 K- und L-Theorie

In diesem Abschnitt wird der Ringmorphismus A’ : [[ RWH — [0©'] und der induzierte
Funktor IPA’ : IP([RWH) — IP([©']) untersucht. IPA’ ist nach Satz (2.4) ein
Funktor zwischen &quivalenten Kategorien. Im allgemeinen wird IPA' selbst keine
Aquivalenz sein. Es wird jedoch nachgewiesen werden, daf IPA' noch hinreichend
“Shnlich” zu einer Aquivalenz ist , daB er Isomorphien in den K- und L-Gruppen
induziert. Die Idee ist, den Funktor JPA’ nicht direkt zu untersuchen, sondern die
Moritasiquivalenz M aus dem vorigen Abschnitt als “Koordinatensystem” zu benutzen:

r@rwE)  TY (e <

(4.11) F\, ? /M I

P@RWH)

Untersucht wird F := M o IPA/, was den Vorteil besitzt, dal man F als Matrix
von Funktoren (Fyx) : ®IP(RWH) — @®IP(RWH) auffassen kann. Es wird sich
herausstellen, dafi F in dieser Form als “unipotente obere Dreiecksmatrix” gesehen
werden kann, und es wendet sich das allgemeine Phéinomen der algebraischen K-Theorie
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an: “In obere Dreiecksmatrizen sind nur die Diagonaleintrige relevant.” Induziert F
Isomorphismen in den K- und L-Gruppen, so natiirlich auch IPA’.
Analysieren wir nun F.

Satz 4.12 Sei L = @Ly ein projektiver [| RW H -Modul. Dann ist
FIL) ~ P ( P eK'Homa(G/H,G/X)®rwH L,q)
(H) \(X)<(H)

Hierbei ist e/$\Homg/(G/H,G/X) der projektive RW H-Rechtsmodul, der durch die
Inklusion RW X — Endq/(G/X) und die Rechtsoperation von Endq/(G/X) auf
e!xq'Homga(G/H, G/ K) gegeben ist.

Beweis. Wir verfolgen den Modul L durch das Diagramm 4.11:

®Ly
12 1018®@rwH) (®Ln)

(EB (@ Homq/(G/H, G/K))) ®(@RWH) (GB LH)

(H) \(K) (H)

R

R

(H) \(K)

&%) (@ Homq/(G/H,G/K) ®rwH LH)

I

D (el,‘,"@nomn,(c:/x,c/m) R (@Homn:(G/H,G/K)QDRWH LH)
(H)

(X) (K) e (K)

R

D | (@Homg»(G/K,G/X)) R e (@Homn:(G/H,G/K)) ®rwi Ly

(X),(H) (K) e \(K)

@ (eiftﬂomn: (G/H, G/X) ®rwH LH)
(X).(H)

@ e§'Homa(G/H,G/X)®rwr L
(H) (X)<(H)

(P4

—_—
*
—

R

Schritt (*) folgt aus Satz 4.3, alle anderen sind elemtare Umformungen und Definitio-
nen. a




Nach Korollar (1.5) kann man dies auch so schreiben:

F(lu) ~ @ ( (.-.}?’Endn.(c;/ﬂ)@ D ef'Homq (G H, G/X)) QrWH LH)

(H) (X)<(H)

R

D (LH@ ( ) effﬁomﬂf(G/H,G/X) ®RrRWH LH))
(

(H) z)<(H)

Der projektive [[ RW H-Modul L = ®Ly kommt also unversehrt wieder zum Vor-
schein, und es treten nur fiir (X ) < (H) zusétaliche Summanden auf. Das ist der
angekiindigte Monotonieeffekt.

Mit anderen Worten: wihlt man eine passende Numerierung i — G/H;, fiir die
gilt (H;) < (Hj) = i < j, so ist der Funktor F in Matrizenschreibweise (F:;), wobei
Fog = Fg,m'afgj, dquivalent zu einem Funktor der Form

id *
id
(4.13) ., )
0 id
d.h. F ~ id + N, wobei N ein nilpotenter Funktor ist. Erlaubt man formale In-

verse, geht man also zur Grothendi ppe Ko([] RW H) tiber, so wird die induzierte i &
Abbildung Ko(F) invertierbar: Thr Tnverses jst '

Ko(F)™ = F‘;“(N) = 1Pg)(‘}t)"Kﬁ(N)“' Ak,

Das gleiche Argument 148t sich natiirlich durchfiihren, falls die projektiven Moduln
mit zusétzlicher Struktur ausgestattet sind, z. B. mit Automorphismen, quadratischen,
symetrischen Formen oder Formationen etc. Man erhilt

Satz 4.14 Ist |G| in R invertierbar, so induziert A/ Isomorphismen in den K,, L, und
L*-Gruppen.

Beweis. Man mu$ nur iiberpriifen, daB die fraglichen Funktoren Produkte in Summen
verwandeln. Dies ist aber der Fall, z. B. fiir die K-Theorie:

K([]awr) = 1 (BQ([] 2w )

~ D1 (BQRWH))
= @K.(rwE)
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5 Radikale und Komplettierung

In diesem Kapitel wird die Kategorie Q bzw. die Z-Algebra [©)] entlang einer multipli-
kativen Teilmenge § C Z komplettiert. Allgemein erklirt man fiir einen Ring A und
eine zentrale, multiplikative Teilmenge S C A die S-adische Komplettierung

A :=1i .
S lfe%A/"A

Der Limes wird iiber der Kategorie mit Objektmenge 5 und Morphismen die Multipli-
kationen mit Elementen aus S gebildet.

Es wird sich heraustellen, daf fir G eine p-Gruppen die Ringe [ ZW H und [0})
nach dem Herausdividieren ihrer Radikale isomorph werden. Da die Funktoren K und
L, invariant beim Herausdividieren von vollstindigen Radikalen sind, induzieren sie
Isomorphismen. Analoges gilt jedoch im allgemeinen nicht fiir symetrische L-Gruppen
oder héhere K-Gruppen.

5.1 Bestimmung der Radikale

Paradebeispiele fiir komplettierte Ringe werden durch die p-adischen Zahlen Z;,‘ ge-
liefert, p eine Primzahl. Allgemeiner erhélt man fiir ein saturiertes, multiplikatives

ScZ
7=~ [ 2

S3p prim
Fiir eine endliche Z-Algebra A ist

AD ~ Zh @7 A
Der Ring Z, ist lokal, mit Radikal pZ"‘ und Restering Zp /pZ) =~ Z/p. Dement-
sprechend sind die Ringe Z}, ~ ][], Zp, p prim, semilokal mit Radikal [, pZ; und
Restering ], Z/p, einem halbeinfachen Artinschen Ring. Aus der allgemeinen Theo-

rie folgt, daf endhche Algebren iiber semilokalen Ringen semilokal bleiben. Das Radikal
von Gruppenringen 148t sich bisweilen einfach beschreiben:

Satz 5.1 Sei R ein Ring, G eine endliche p-Gruppe. Dann ist

rad(RG) = (radR)G + @ R(1-g).
geG

Beweis. Siehe [C-R], Korollar (5.25). o

Beispiel 5.2 Fiir eine p-Gruppe G und dem Ring Z} ergibt sich hieraus
rad(2G) = pZ,G + (D Z;(1 - 9),

9€G

also Z)G/(rad(Z,G)) ~ Z/p, und Z)G ist ein lokaler Ring.
Wir benétigen folgende Elgmcha&
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Lemma 5.3 Sei G eine endliche p-Gruppe, H < G eine nichtiriviale Untergruppe.

Dann ist
Z he rad(Z;G).
heH
Beweis. Es ist
> h=) (h-1)+|H| 1
heH heH
Der erste Summand liegt im Augmentationsideal, und der zweite ist durch p teilbar.
Nach dem obigen Beispiel liegt beides im Radikal. o

Wir wollen nun fiir eine p-Gruppe G das Radikal von [@]) bestimmen. Dies ge-
schieht in mehreren Schritten. Zuerst werden die Endomorphismenringe Endje)a(G/H)
unter die Lupe genommen. Es sei daran erinnert, daf nach 2.21

Endg)a(G/H) = Z)WH o I(H)
als Z-Modul in einen Ringretrakt Z W H und ein Ideal J(H) zerfallt. Das Ideal I(H)
spielt bei der Radikalbildung keine Rolle:
Satz 6.4 Sei G eine beliebige Gruppe. Es ist
rad(Endnaﬂ(G/H)) ~ rad(Zjp, WH) @ I(H).
Beweis. Wir weisen nach, dafl jedes maximale Linksideal M von Endg&' l(G‘/ H) von

der Form N @ I(H) fiir ein maximales Ideal N C Zjz W H ist, woraus die Behauptung
folgt.
Die Projektion ¢ = ¢y : Endg;b‘(G/B' ) = Z WH ist ein surjektiver Ringmor-

phismus, also ist (M) ein Linksideal in Z{t;. Da 1 ¢ M, ist auch 1 ¢ $(M). Man
wahle ein maximales Linksideal N D (M) in Z{y;. Dann ist N @ I(H) ein Linksideal,
daBl M enthilt, und da M maximal ist, gilt M = N @ I(H). o

Das Hauptresutat dieses Abschnitts ist
Satz 5.5 Sei G eine p-Gruppe. Dann ist

rad([0]) = {(fa8) | fa.p € Homay(G/A,G/B); VH : fun € rad(Endny G/H) }
Die Eigenschaft, im Radikal zu liegen, entscheidet sich also nur auf der Diagonalen.
Es liegt ein kommutatives Diagramm vor:
A
Nzywe — [}
modulo rad I l modulo rad

id
Zfp — Z/p
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Der Beweis benotigt etwas Vorarbeit.

Lemma 5.8 Sei G eine p-Gruppe. Seien H, K < G, (H) # (K). Fir
f € Homga(G/H,G/K), g € Homg#(G/K,G/H) ist

go f € rad(Endas (G/H)).

Beweis. Nach Satz 4.5 kommt es nur auf die Komponenten von g o f an, die vom Typ
(H) sind. Ohne Einschrinkung sei K > H, und f, g gegeben durch Diagramme

G/H G|/H
a/ \Nb und ¢/ Sold
G/H G/K G/K G/H

Die Komposition errechnet sich nach 2.16 zu

ngyc\g;ga G/H*n HS
v-1a / \, g~1tc~d
G/H G/H

Welchen Anteil haben die Summanden vom Typ (H) an dieser Komposition? Es ist
G/H ~ G/(H’NH%) genau dann, wenn H® = H%. Angenommen, es gibt soein g € K
- mit H® = H%. Dies wird dann auch von jedem Element aus gNg(H?) erfiillt. Da K
eine p-Gruppe ist und K > H®, gilt auch Ng(H®) > H®, siehe [Bour}, S. 73 Proposition
12. Wieviele Summanden in [[e\g/s G/H® N H% werden durch gNx(H") geliefert?
Fiir z € Nx(H?®) gilt:
ng’ - gHbe — gg'lﬂ"gﬂ'b = H‘gﬂb,
gzH® = gz HPH® = gHbzH® = gg~'H°gz H® = HegzH®

Es gilt also HegH® = H°gzH® genau dann, wenn z € H®. Es werden folglich genau
Nk H®/H?| = |WkH®| > 1 Summanden geliefert!

Wenden wir nun den Ringmorphismus ty (siehe 2.20) an. Man erhilt dann eine
Summe von Elementen der Form

Y d7legbla=d Y gpla

gEWHb gEW HY

Nun ist aber nach Lemma 5.3 ¥ ey, pys ¢ im Radikal von Z;WH und, da Radikale
beidseitige Ideale sind, auch der obige Ausdruck. o

Das folgende simple Lemma sei noch zur Klarheit notiert:
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Lemma 6.7 SeiC eine additive Kategorie, ,,...,z, € ob(C), M := T, zi. Sei
fu fij
F:= fis € End¢c M, f;; € Home(z;,z;),
fnj frm
so dap fiir alle i fi; linksinvertierbar ist. Dann ist F' linksinvertierbar.
Beweis. Die Aussage folgt aus der Darstellung

Ju 0 fij
BV fii + 0
R fnn /. fnj 0
linksinvertierbar nilpotent

a

Beweis. (Von Satz 5.5.) Zur Vereinfachung der Notation seien die Konjugations-
klassen mit ¢ — (H;) durchnumeriert, so da$ (H;) < (H;) = i < j. Sei

Ii= {(f.-,-) | f;; € Homqy(G/H;, G/ H;); Vi: fi € rad(Endng(G/H,-))} .
Zu zeigen ist: I = rad([©]7).

“C”. Wir wenden wiederum das Kriterium fiir einen Ring A an: a € rad4 & Vz €
A: 1 - za ist linksinvertierbar. Es reicht, diese Eigenschaft auf Erzeugern von I zu
iiberpriifen. Sei z = (z;;) € [©]) beliebig.

Wir betrachten zunichst ein Diagonalelement der Form

0

a= ag; €I, d.h. a;e€ rad(Endga (G/ H;)).
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1 — za ist dann von der Form

1 ZiGi;
1 - ziai , mit ;a8 € r&d(Endﬂ: (G/ Hy)).

TpiGii 1

Nach Lemma 5.7 ist dies linksinvertierbar. Sei nun a € I ein Element mit einem
einzigem nichttrivialen Eintrag a;;, der nicht auf der Diagonalen liegt. 1 — za ist dann

von der Form
1 Z1:G

1 - zjiai;

TniGij 1
Nach Lemma 5.6 ist zj;a;; € rad(Endga(G/H;)), und Lemma 5.7 148t sich wiederum
anwenden. Da I von Elementen dieser Form erzeugt wird, ist I in rad([©]}) enthalten.
" “J". Offenbar ist [€])/1 halbeinfach, und sein Radikal verschwindet. rad([]y) ist
nun gerade das kleinste Ideal mit dieser Eigenschaft (siehe z. B. [C-R], S. 104), also
gilt rad[@]) C I.
Das angegebene Diagramm ist offenbar. u}

5.2 Anwendungen

Sei weiterhin G eine p-Gruppe. Aus Satz 5.5 ergibt sich ein kommutatives Diagramm
von Funktoren:

P(IZ)WH) — P(6])
,M:l ] id

P(IIZ/p) — P(I1Z/p)

Ein Funktor, der die Reduktion nach dem vollstindigen Radikal auf Isomorphismen ab-
bildet, wirft also auch A}, auf einen Isomorpismus. Dies ist der Fall fiir Ko (“Liften von
Idempotenten”) und L, (“Hensels Lemma”), siche [Wal]. Fiir die héheren K-Gruppen
ist das natiirlich im allgemeinen nicht der Fall. Auch die symmetrischen L-Gruppen
sind in der Regel nicht invariant unter Reduktion nach dem Radikal, obwohl sie sich
von den quadratischen L-Gruppen natiirlich nur um 2-primére Torsion unterscheiden.
Das einfachste Beispiel ist Z/2 ~ L%Z/2) # L%Z}) ~ Z/2 ® Z/2, siehe [Ran2], S.
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424. Ist fiir einen Ring A } € A, so liefert der Symmetrisierungsoperator jedoch eine
Isomorphie L,(A) = L*(A). In unserem Fall trifft das genau fiir 2 |G| zu, denn

sezy=[[Z0 « 26l
#l |G
ZusammengefaBt:
Satz 5.8 Sei G eine p-Gruppe. Fir A} :QZYWH — [©]p gilt
1. Ko(Ap) ist ein Isomorphismus.
2. L.(Ap) ist ein Isomorphismus.

3. Gilt2 [ |G|, so ist auch L*(A}) = L.(AD) ein Isomorphismus.




6 Exakte Sequenzen

In diesem Kapitel werden die Resultate aus allen vorangegangen zusammengetragen
und verwertet. Dazu werden in K- und L-Theorie Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir arith-
metische Quadrate eingesetzt. Die befriedigendsten Resultate werden fiir die quadrati-
schen L-Gruppen fiir p-Gruppen erziehlt. Es wird ein vollsténdiges Zerlegungsresultat

P thzwr) = L, (0)

mitgeteilt, das die L-Gruppen der Kategorie 2 mit den einfachen L-Gruppen der Grup-
penringe identifiziert. Fiir L* und K werden Jjeweils schwichere Resultate erzielt.

6.1 Exakte Sequenzen in der K-Theorie

In diesem Abschnitt werden die K -Gruppen der Kategorie Q mit den X -Gruppen des
Ringes [ ZWH durch exakte Sequenzen verglichen. Das Hauptresultat ist, daB fiir
p-Gruppen Ko([[ZWH) — Ko(IPQ) surjektiv ist.

Fiir die Ringe [[ZWH und [©] liegen arithmetische Quadrate (Lokalisierung-
Komplettierung) vor, und es existiert ein Morphismus von eben diesen Quadraten:

(€] [ellG|=
P
DZWH @D Z(|G|"\WH
(O]f —;,[91 ® Q5
(6.1) ez, @ OywH

Nach [Wei] erhdlt man fiir jedes arithmetische Quadrat eine lange exakte Mayer-
Vietoris-Sequenz; diese Konstruktion ist natiirlich. Aus dem Diagramm 6.1 ergibt sich



sodann ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:

Ko([1ZWH) - K ([1Z[zWH) @ K([I1ZIGIT'WH) — K ([[R{sWH)

L ' 1

Kq6)) -  Ka(Olfy) @ Ka(©llGI) - Ka([0]® )

L 1

Ka(8) = Kn(Afy) @ Ka(ALGITY) - K.(A® Q)

KnA([IZWH) — Kno1([1ZgWH)DKn-1 (11 ZIIGI"]WH ) = Ku([IQgWH)

t F

Hierbei sind K,(A) etc. natiirlich die relativen K-Gruppen des Ringmorphismus A.
Nach Satz 4.14 sind die induzierte Abbildungen in den Termen der lokalisierten
Ringe Isomorphismen, d. h. K,(A[|G]™Y]) = KN(A®Q!G’) 0, demnach also K,(A) =~
Kn(Al)- Die Hindernisse fiir Isomorphismen in den ganzzahligen Ringen liegen also
voﬂatandxg in den komplettierten Ringen. Obiges Diagramm kollabiert zu einem exak-
ten Zopf:

T~ T

Kn([1 QW H) Q) Kn(Aj)

N SN/

Ku([1ZWH)  Ka([8lf;) @ Ka((6]IGI™])

SN LN

Kni1(Afy)  Ka(I1Z{y) © Kn(I1 Z[|G| W H) Kn(I1 QW H)

(6.2) T~ S~ —
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Satz 6.3 Sei G eine p-Gruppe. Dann ist die Abbildung
Ko(J[zwH) - Ko([©))
surjektiv.

Beweis. Nach Satz 5.8 ist die Abbildung Ko([] Z)WH) — Ko([©])) bijektiv, also
Ko(A7) = 0. Die Aussage folgt nun aus dem exakten Zopf oder aus dem Diagramm
nach dem “4er-Lemma”, einer schwachen Form des 5er-Lemmas ([Sch)). ()

Das Hindernis fiir eine Isomorphie im obigen Satz ist somit das Nichtverschwinden
von Ky1(Ap). Obwohl die Ringe [0)) und [] ZW H semilokal sind, ist es mir nicht ge-
lungen, ihre K;-Gruppen zu berechnen, obwohl sie ja Quotienten der Einheitengruppen
nach bekannten Relationen sind (siehe [Vas]).

6.2 Zerlegungen von L-Gruppen

Dieser Abschnitt enthilt eine Analyse der exakten Sequenzen, die die verschiedenen L-
Gruppen miteinander in Beziehung setzen, und kulminiert in dem Zerlegungeresultat
fiir p-Gruppen:

L (®) ~ @ LA (zwR).
Die quadratischen L-Gruppen sind wegen ihrer 4-er Periodizitit L, = Lp+4 besonders
handlich. Fir sie steht “Hensels Lemma” voll zur Verfiigung.

Zunschst muB man sich um die korrekte Dekoration der L-Gruppen kiimmern. Die
folgende Tatsache ist dabei niitzlich:

Lemma 6.4 Sei R ein Ring, fir den Ko(Z) — Ko(R) injektiv ist. Dann sind auch

Ko(Z) — Ko([R ® ©]),
Ko(Z) - Ko(H RWH)
injektiv.

Beweis. Es gibt einen Ringmorphismus R @ [8] — R. Man bilde einfach ¢ € [0] ® R
auf das Element a € R ab, das der Koeffizient des Bestandteils
G/G = G/G «~ G/G € Homq(G/G,G/G) von ¢ ist. Dieses liefert ein kommutatives
Diagramm

Ko(R®[0])

\ )
Ko( Z) — KU(R)
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also ist Ko(Z) — Ko([©] ® R) injektiv. Fiir die Gruppenringe verwende man die Aug-
mentation RW H — R fiir das gleiche Argument. |

Mit anderen Worten: freie (R ® [0])- oder [] RW H-Moduln besitzen einen wohl-
bestimmten Rang.
Definieren wir nun die Abbildung

OLMNZWH) — L.(D).

Wir iibersetzen das Problem wieder in die Sprache der Ringtheorie. Es ist Ko() =
6(31 Z = 7%, Es sei

S := bild(Ko(2)) —» Ko(IPQ)).
Nach Beispiel 2.3 ist Ko(2) — Ko(IPQ) injektiv, also ist S & Z¥(®), Man erhslt nun
(6.5) L.(Q) ~ L3(IPQ) ~ L5([©)]).

Es sei §' C Ko(®@ZW H) die involutionsinvariante Untergruppe, die von den pro-
jektiven [ ZW H-Moduln erzeugt wird, die direkte Summande von freien ZW H-
Moduln sind, d.h. $’ wird von den Bildern der Inklusionen Ko(Z) — Ko(ZWK) —
Ko([] ZW H) erzeugt. Es ist also

S~ 7N o g,

S’ respektiert die Zerlegung Ko([[ZWH) ~ @Ko(ZWH), und A,(S') = §. Man
erhilt nunmehr )
i (J[zwr) ~ [] th(zwr),

und kann den gesuchten Homomorphismus definieren als

(6.6) o LNzwH) ~ L([] zZwH) 25 L([0]) ~ L.(?)

Um diesen Homomorphismus zu analysieren, werden wir wieder Mayer-Vietoris -
Sequenzen heranziehen. Fiir die Existens von Mayer-Vietoris-Sequenzen fiir relative
L-Gruppen siehe [Ran3], §6. Wir identifizieren jeweils §' C Ko([] ZW H) mit seinen
(injektiven) Bildern in Ko(]] Z{;WH) etc., ebenso verfhren wir mit § C Ko([@)]).
Dann sind die Quadrate

5 - 5 Ko([IZWH) — Ko([1ZfyWH)

| e |

g — 8 R(IZIGIMWE) — Ko([IRfWH)
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und
—_—

Ko(fe) —  Ko(i8lfy)

S
e | |
§ — 5 K(ellcI) — Ko(l6]® Q)

cartesisch im Sinne von [Ran3], S. 498, und nach [Ran3] Proposition 6.3.1 erhilt man
exakte Mayer-Vietoris-Sequenzen, die aufgrund der Wahl der S, $’ natiirlich beziiglich
des Ringmorphismus A sind:

|

| | |

L7(IlzwH) ~ LJ(ZHWH) @ LJ(ZIGIWH) — LS (TIRWH)

|

)~ Ii(ely) © ISeNCr) - IS(eleefy)

‘, |

2B) - Iy @ T@ler) - I3(aeqf)

| |

LI (MZWE) - L3 (I ZWELIL (I ZIGIWH) —~ L5, ([1QfyWH)

T

Hierbei sind die Ln'S'(A) etc. die relativen L-Gruppen des Morphismus A, fiir ihre
Definition siehe [Ran3], §2.5.

Lemma 6.7 Sei R der Ring Z[|G|™"] oder Q{y. Dann ist die Abbildung
L ([ rwH) - L3 (R ® [6])

ein Isomorphismus.
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Beweis. Die Rothenbergsequenz sieht in diesem Falle so aus:
oo LS(TIRWH) — L (IIRWH) — H™Z/2,Kf[IRWH)) —---

| |

om LS(R®O]) — L.(RG[6]) — HA™Z/2,K(R®[O]) — -

Nach zahlreichen Sitzen sind die beiden rechten vertikalen Homomorphismen bijektiv,
nach dem 5-er Lemma also auch der linke. u]

Das obige exakte Diagramm kollabiert folglich zu einem Zopf:

A/\

Lo(T1 QW H) La((© La(Ajey)

N SN S

La[1zwH)  La([Oliy) ® La((@]ICI7])

SN N

Loti(Bfy)  La(TZiy) ® La(T1 ZUGIIWH) La(T1 QW H)

(6.8) R S R

Dies gilt fiir beliebige Gruppen G. Wie man sieht, liegt das Hindernis fiir eine
Isomorphie fiir die integralen Ringe wieder nur in dem Term L,‘?'S'(Ai',‘_-ﬂ) zum komplet-
tierten Ring. Fiir p-Gruppen verschwinden es jedoch:

Lemma 6.9 Sei G eine p-Gruppe. Dann ist
I ([ zywa) - Li(e);)
ein Isomorphismus.

Beweis. Analog zum Beweis des obigen Lemmas. In der Rothenbergsequenz zu z;
ist die mittlere Abbildung eine Isomorphie, da quadratische L-Gruppen invariant sind
unter dem Herausdividieren eines vollstindigen Radikals sind.

LAIZ2WE) —~ L(1Z/p)

~ |=

L(e)) — L.(I1Z/p)
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Da K ebenfalls invariant ist, wird auch eine Isomorphie in den Tate-Kohomologiegruppen
induziert. o

Ist G eine p-Gruppe, so verschwindet also 3% (Ap), und der exakte Zopf 6.8 kol-
labiert. Das liefert das Hauptresultat dieser Arbeit:

Satz 8.10 Sei G eine p-Gruppe. Dann ist
@ Li(ZWH) = La(Q)
eine Isomorphie.
Im allgemeinen erhilt man nur eine exakte Sequenz aus dem Zopf:
(611) -+ = L3S (ARy) — @D LE@WH) — La(Q) - L3 (Afy) = -+

und Entsprechendes fiir die symmetrischen L-Gruppen. Verzichtet man auf die Kennt-
nis der 2-prim#ren Torsion, so ergibt sich das Resultat erstaunlicherweise fiir alle Grup-
pen:

Satz 6.12 Sei G beliebig. Dann ist
@ L.(ZWH)®z Z[%] = La() ®z I[%]
ein Isomorphismus.

Beweis. Die Dekoration der L-Gruppen spielt keine Rolle, da sich alles nur um 2-
primére Torsion unterscheiden kénnte. Also gilt das gleiche Resultat fir die symmetri-
schen L-Gruppen.

Nach [Ran3], Proposition 3.6.4 sind die Lokalisierungsabbildungen

L(IZWE) e ZI}] — L.(IZIGI-IWH)8Z(}]
5 lA[IG!:‘l
L(eyezl — L(ellcI-\WH])® Z(}]

Isomorphismen. Und A[|G|~]. ist nach Satz 4.14 ein Isomorphismus. a
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