Homogene Polynomgesetze auf nichtassoziativen Algebren
iiber Ringen

Von Robert Wisbauer in Diisseldorf

Einlcitung

Die Normform (generic norm) N einer endlich-dimensionalen Algebra A iiber
einem Korper ist bekanntlich multiplikativ, falls A alternativ ist. Ist A eine Jordan-
algebra, so gilt fiir z,y aus A nur noch das Kompositionsgesetz

N(2(zy)z — z*y) = N(z)*N (y).

Schafer betrachtet in [13] Formen dritten Grades auf nichtassoziativen Algebren, die
eine entsprechende Komposition erlauben. Weitergefiihrt wurden diese Uberlegungen
in McCrimmon [9], [10] auf Formen beliebigen Grades, fiir die ein recht allgemeines
Kompositionsgesetz gilt. Als Grundbereiche sind dabei Koérper mit unendlich vielen
Elementen und Charakteristik ungleich 2 zugelassen. Bei den Definitionen und Schluf8-
weisen werden diese Voraussetzungen wesentlich mitverwendet.

In der vorliegenden Arbeit sollen diese Betrachtungen auf Algebren iiber beliebigen
kommutativen und assoziativen Ringen {iibertragen werden. Dabei ist zunédchst die
Definition von Formen auf Moduln notwendig. Zwei verschiedene Formbegriffe stehen
uns zur Verfiigung:

In Bergmann [2] wird eine Form vom Grad n auf dem Modul M durch eine lineare
Abbildung auf einem Untermodul der symmetrischen Elemente von ® M gekennzeichnet.

In [2] werden auch multiplikative Formen auf Algebren iiber Ringen definiert. Eine
ausfithrliche Darstellung der sich daraus ergebenden Zusammenhéinge findet man in
Baumgartner [1].

Eine weitergehende Verallgemeinerung der inhomogenen Polynome sind die Poly-
nomgesetze in Roby [12]. Dort steht die Fortsetzbarkeit der Abbildungen auf beliebige
Grundringerweiterungen, die auch bei Bergmann-Formen gegeben ist, im Vordergrund
der Definition. Der Zusammenhang der beiden Begriffsbildungen wird in dieser Arbeit
nicht weiter untersucht. Es sei nur erwahnt, daB bei flachen Moduln die homogenen
Polynomgesetze von Roby genau den Formen von Bergmann entsprechen.

Wir wollen hier die Definition von Roby zugrunde legen. Mit Hilfe der Polarisation
(§ 1) konnen wir dann auch mit den Koeffizienten eines Polynomgesetzes rechnen, was
sich in den Arbeiten von Bergmann (Rechnen mit den ,reduzierten Funktionen‘‘) als
recht vorteilhaft erwiesen hat.

25*



196 Wisbauer, Polynomgesetze auf nichtassoziativen Algebren

Analog zu McCrimmon formulieren wir eine Komposition (= : C-Komposition) fiir
homogene Polynomgesetze auf Algebren iiber beliebigen kommutativen Ringen (§ 3).
Dabei miissen wir die bei der Komposition auftretenden rationalen Funktionen durch
Polynomgesetze ersetzen.

In §4 wird die Struktur von C-Kompositionsalgebren mit nichtausgearteter und
nichtsingulérer (vgl. §2) Spurbilinearform untersucht. Es zeigt sich, daB dies, unter
geeigneten Voraussetzungen, speziell algebraische, separable, nichtkommutative Jordan-
algebren sind. Der Begriff der Separabilitidt von nichtassoziativen Algebren iiber Ringen
wird dabei in geeigneter Weise definiert (Definition (4. 1)). Er stimmt weitgehend mit
der in Miiller [11] gegebenen Definition iiberein.

I. Polynomgesetze auf Moduln

M und N seien unitire Moduln iiber einem kommutativen und assoziativen Ring
R mit Einselement. Ist {T'} eine abzdhlbare Familie von vertauschbaren Unbestimmten
T, iiber R, so schreiben wir fiir den Polynomring in diesen Unbestimmten kurz R[T].

R bezeichne die Klasse der kommutativen und assoziativen R-Algebren § mit
Einselement 1. Von Algebrenhomomorphismen wird verlangt, da das Einselement
wieder in das Einselement iibergeht; mit idg meinen wir die Identitdt auf dem jeweiligen
Definitionsbereich S§.

§ 1. Polynomgesetze, Polarisation

Von Roby [12] iibernehmen wir

Definition (1. 1). Eine Familie von Abbildungen {F¢5, Fg: M @S> N @3S,
heifit ein Polynomgesetz auf (M, N), wenn fiir alle S, S’ € R und jeden R-Algebrenhomo-
morphismus u:§— §’ folgendes Diagramm kommutativ ist:

M@,S 25 N @S
idyou | | idyeu.
MepS 25 N @ys

Fg nennen wir die durch das Polynomgesetz {F¢} bestimmte Polynomabbildung von
M ®zS in N ®zS.

Ein Polynomgesetz {Fg auf (M, N) heilt homogen vom Grad n, wenn
Fgq(zr) = Fg(z)r" fir alle S€R, 2€ M ®zS und r€sS gilt.

Definition (1.2). Ist {F¢} homogen vom Grad n, so nennen wir F eine Form vom
Grad n auf M mit Werten in V. Die Polynomabbildung Fg, S € R, bezeichnen wir als
die Fortsetzung von Fyp auf M ®3S.

. Beispiele fiir homogene Polynomgesetze geben etwa die Formen auf Moduln im
Sinne von Bergmann [2]: Eine Bergmann-Form (F, @) auf M mit Werten in N 1Bt
gich fiir S € R zu einer Form (Fy, D;) auf M @S fortsetzen. Die dadurch bestimmte
Familie von Abbildungen Fg: M ®3zS—> N ®zS ist ein homogenes Polynomgesetz
auf (M, N).

Definition (1. 3). Ist M direkte Summe von R-Moduln M,, M = é M,, dann
i=1
bezeichnen wir ein Polynomgesetz {Fs} als multthomogen vom Multigrad (n,, ..., n,),
wenn fiir alle SE€ER, 2,€ M, ®zS und r, €S gilt:

Fy(zyry + o 4 2,rp) = Fg(zg 4 -+ 4 2p) 17 - - 1.
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Sei M = é M;und z = z; + -+ 4 z, die eindeutige Darstellung eines Elemen-
tes aus M ® R$'=11nit 2, € M, ®zS; betrachten wir das Element
2:=2,0T,+ - +20T,
aus (M ®5S) ®sS[T].
Fir ein Polynomgesetz {Fg} auf (M, N) gilt:
Fyn(@) = 2 a , ® Tite - T

Ny eeer
LOTE 1re

mit eindeutig bestimmten a, np 8US N ®zS. Durch die Definition
(Fnl,...,np)s (z) = anl,...,np

wird fiir jedes p-Tupel (n,,...,n,) ein multihomogenes Polynomgesetz {(Fnl,...,n,,)s}
iiber (M, N) mit Multigrad (n,, ..., n,) bestimmt.

Folgerung (1.1). Jedes Polynomgesetz auf (M, N) kann als lokal endliche Summe

seiner (eindeutig bestimmten) multihomogenen Komponenten geschrieben werden
(Roby [12], Proposition I. 4).

Als Polarisation bezeichnet man folgendes Verfahren, bei dem mit Hilfe eines
Polynomgesetzes auf (M, N) ein Polynomgesetz auf (®& M, N) bestimmt wird: Betrach-
4

ten wir fiir p > 1 den Modul ® M = M @ - -+ & M, und bezeichne m® die Projektion
P .
auf den i-ten Summanden von @ M. Als Modulhomomorphismus bestimmt m® ein

Polynomgesetz {m{} auf (? M, Jl;). Die Summe dieser Polynomgesetze gibt das Poly-
nomgesetz {ié mf;)} auf (? M, M).

Definition (1. 5). Ist {F} ein Polynomgesetz auf (M, V), so nennen wir das durch
Hintereinanderausfithrung von {ié m@ 1 und {Fg} definierte Polynomgesetz auf (? M, N)
die Polarisierte der Ordnung p von {Fg} und schreiben dafiir {I7,F}.

Fir S€R und z,€ M, ®,S gilt also

II,Fs(2y, .. 2,) = Fg(z; + -+ + 3,).

Die multihomogene Komponente von {I/7,F¢ mit Multigrad (k,, ..., %,) bezeichnen
wir mit {{TF§v-*). Fir z, ® s,€ M ®,S hat man somit:

Fy@, @8+ +a,0s5)= I IRz, ... ¢)0d s

?
kg bp P

wobei iiber alle p-Tupel (ky,..., k,) mit k£, = 0 zu summieren ist. Ist {Fs} homogen

ky+ -+ + k, = n. In obiger Darstellung ist dann nur iiber solche p-Tupel zu sum-
mieren, fiir die &, + - -+ 4 k, = n gilt (vgl. Bergmann [1], S. 131).

Folgerung (1.2). Ist {Fg} ein homogenes Polynomgesetz vom Grad n auf (M, R),
also speziell mit Werten im Grundring, so wird fir S € % durch

© (@, b): = IFE™D (@, 2) - HF$™ (b, z) — Fy(z) - TFS"(a, b, 2),

z, E,Z € M ®5S, eine symmetrische Bilinearform auf M ®;S definiert.

Ist a=a®s, b=b®s,, 2=201y mit ab2z€M, s,5€S5, so gilt
BE®V (a ® 54, b ® ;) = D (a, b) ®s,5,. Es ist also fF®Y die iibliche Fortsetzung der Bi-
linearform B¢ auf M zu einer Bilinearform auf M ®zS (vgl. §2).
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Definition (1. 6). Als Differential (erster Ordnung) eines Polynomgesetzes {Fs} auf
(M, N) bezeichnen wir das Polynomgesetz {DFg} auf (M & M, N), das definiert ist

durch die lokal endliche Summe DFy: = 20,‘017 F®Y_ Fir z,, 2,€ M ®,S ist nach De-
=0
finition DFg (z,, z,) der Koeffizient von T in Fgp (3, + 2, ® T).

§ 2. Nichtausgeartete und nichtsinguliire Bilinearformen

Sei f eine symmetrische Bilinearform auf dem R-Modul M. Wenn f(a,b) =0
nur dann fiir alle b € M gilt, falls a = 0, so heiBt g nichtausgeartet. Dies ist gleichbedeutend
damit, daB die R-lineare Abbildung p:

o: M—>Homgz(M, R) = M*, z— f(z, .),
monomorph ist. Ist o ein Isomorphismus von M auf M*, so nennen wir 8 nichtsingulir’).

Sei zum Beispiel M ein freier Modul iiber B mit endlicher Basis u,, ..., 4,. Die Determinante der (n, n)-
Matrix {#(u,, u,)} nennt man die Diskriminante der Bilinearform f beziiglich der Basis u,, . .., u,. Dann gilt:

(2. 1) Die Diskriminante D von f ist genau dann invertierbar in R, wenn 8 nichtsingulir ist.

(2. 2) D ist genau dann kein Nullteiler in R, wenn f nichtausgeartet ist.

Die erste Behauptung ist in Bourbaki [b], S. 44 beweisen. Zum Beweis von (2. 2) iiberlegt man sich, daB
T = 2 z,u; genau dann in der Ausartungsmenge von f liegt, wenn 2 Blug, u)w; =0 fir j=1,...,n gilt.

Dies bedeutet die Losbarkeit eines linearen homogenen Glelchungssystems Nach Satz 51 in McCoy [8] gibt es
genau dann eine nichttriviale Losung, wenn die Determinante von {8(u;, «,)} ein Nullteiler in R ist.

Fiir eine R-Algebra S € R wird durch
Bla®s, b®t): = B(a,b) ® st (a,b€M; s,1€S)

eindeutig eine Bilinearform B auf M ® rS festgelegt. Ist § nichtausgeartet oder nicht-
singulér, so braucht dies nicht auch fiir die Fortsetzung 8 zu gelten. Fiir spezielle § gilt:

(2. 3) Ist M endlich erzeugt, f nichtausgeartet und S € R als R-Modul flach, so
ist auch B nichtausgeartet auf M ®,S.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist mit 0 —> M —%> M* auch die

Folge 0 — M ® RS‘2®m M* @S exakt. Der kanonische Homomorphismus

w: M* @S> (M ®,5)* mit w(u ® 1) = u ®idg

ist injektiv (Bourbaki [4], Proposition 11, S. 39). Damit ist w o (0 ® idg) injektiv; dies
entspricht aber gerade der Abbildung ¢: M ®,8 - (M ®;S)¥, z—>/§(z, 2.

Fiir ein maximales Ideal m von R bezeichne R, wie iiblich den Quotientenring
von R beziiglich R — m. Der Modul R, ist ein flacher R-Modul. Aus (2. 3) und dem
Lokal-Global-Prinzip folgt dann:

(2. 4) Ist M endlich erzeugt, so ist f genau dann nichtausgeartet, wenn fiir alle
maximalen Ideale m von R die Fortsetzung B auf M ®p R, nichtausgeartet ist.

Sei nun M endlich erzeugt und projektiv. Fiir alle § € R ist dann (M ®3S5)* iso-
morph zu M* @S und es gilt:

1) Bei einem endlich erzeugten Modul iiber einem (kommutativen) Quasifrobeniusring sind fiir § nicht-
ausgeartet und nichtsinguldr gleichwertige Forderungen (Satz von Morita-Tachikawa, vgl. Curtis-Reiner [5],
S. 397). Im allgemeinen sind sie jedoch verschieden.
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(2. 5) Ist B nichtsingulir, so ist fiir jedes S € R die Fortsetzung g eine nichtsingulére
Bilinearform auf M ®;S;

(2. 6) p ist genau dann nichtsingulir, wenn fiir jedes maximale Ideal m von R die
Fortsetzung auf M ®j R, nichtsingulir ist;

(2. 7) B ist genau dann nichtsingulir, wenn fiir jedées maximale Ideal m von R die
Fortsetzung auf M ®, R/m nichtausgeartet ist.

II. Homogene Polynomgesetze auf Algebren
Seien nun A und B Algebren iiber dem Ring R. Gilt fiir jedes S € R
Fy(xy) = Fg(zx)Fq(y) fir alle z,y aus 4 ®35S,

so nennen wir das Polynomgesetz {Fg} auf (A, B) multiplikativ. Beispiele fiir multi-
plikative homogene Polynomgesetze liefern wiederum die multiplikativen Formen von
Bergmann [2], die in Baumgartner [1] behandelt werden.

McCrimmon hat in [9] und [10] untersucht, welche Eigenschaften Algebren iiber
Koérpern haben, auf denen eine Form (= homogene Polynomfunktion) mit allgemeine-
rem Kompositionsgesetz gegeben ist. Wir wollen der entsprechenden Frage bei Algebren
itber Ringen nachgehen.

Mit A meinen wir kiinftig immer eine R-Algebra mit Einselement e, deren Multi-
plikation, falls nicht anders vorausgesetzt, weder kommutativ noch assoziativ zu sein
braucht. Wir nennen A streng potenzassoziativ, wenn A ®pS fir jedes §€R eine
potenzassoziative Algebra ist. Mit End, A wird der Modul der R-linearen Abbildungen
von A4 in sich bezeichnet.

§ 3. Homogene Polynomgesetze mit C-Komposition
Ist {Gg} ein Polynomgesetz auf (A, EndzA) und bezeichnet
wg: (EndzA) ®zS > Endg(4 ®5S)
den kanonischen Homomorphismus mit wg(uz ® 1) = u ® idg fir u € Endz4, so ist
Gy: = wgo Gy eine Abbildung von A ®@;S in Endg(4 ®5S). Sei
ds: (Endg(4 ®5S), 4 @z8)> A ®zS

die Auswertung, definiert durch d4(l, 2): = I(z) filr € Endg(4 ®3S), 2€ 4 ®5S und
ys: Endg(A ®5S8) > A ®zS definiert durch yg(l): = l(e ® 1g).

Fir a €A sind L,: A—> A, L,(z): = ax und R,: A—»> A, R,(z): = za, R-Modul-
homomorphismen von A in sich, also R,, L, € EndzA.

Definition (3. 1). C-Komposition: {Gg}, {Hg} seien Polynomgesetze auf (4, End;A4)
mit den Eigenschaften (a € A):

(1) Gg(e) = Hp(e) = 1dy,

(2) DGR(e7 a) =n" Laa

(3) -D-HR(e1 a)=r1: Ra’
mit invertierbaren Elementen x, 7 € R.

Ist {Fg} ein homogenes Polynomgesetz auf (4, R) vom Grad n, so sagen wir {Fg}
erlaubt C-Komposition (beziiglich {Gg} und {Hg}), wenn folgendes gilt:
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I. Fgple) =1;
II. fir jedes S € R ist folgendes Diagramm fir Py = G4 und Py = Hg kommu-
tativ (ug = Multiplikation in §):
A®S 40S8)
l(l—’s’idA®s)
(End(4 ® S), 4 ® S) %5 408
l('l’s:idA@s)

A4S, A0S — (R®S, R@S)—”S»R@S

(Fg, Fg)
Es muf} also fir ¢, € 4 ®;S, Py = G4 und Py = H gelten:

Fs(ﬁs(a){b}) = Fs(ﬁs(a){e ® 1g}) - Fg(b).
Definition (3. 2). Erlaubt das homogene Polynomgesetz F: = {Fg} (vom Grad n)
auf (4, R) C-Komposition, so nennen wir (A, F) eine C-Kompositionsalgebra (vom
Grad n).

Genau genommen miifite man auch die dazugehorigen Polynomgesetze {Gg} und
{Hg} angeben, doch werden diese nur bei der Herleitung der Spurmultiplikationsformel
explizit auftreten.

Ist F multiplikativ, so erlaubt F C-Komposition beziiglich Gg(a) = L, und
Hg(a) = R,(a €A ®55) mit # = v = 1.

Die Anforderungen an {Gg} und {Hg} werden auch durch die homogenen Polynom-
gesetze Gg(a) = 2R,L,— L, und Hg(a) = 2L,R,— R, mit 7 = 7 = 2 erfillt. Ist A
kommutativ, so entspricht dies der Kompositionseigenschaft der Normform von end-
lichdimensionalen Jordanalgebren iiber Korpern. Ein Beispiel mit nichthomogenen

{Gg} und {H} geben die quasi-assoziativen Algebren. Dies ist in McCrimmon [9], S. 928,
ausgefiihrt.

Spurmultiplikation. Seien nun (A4, F) eine C-Kompositionsalgebra und {Gg}, {H}
die zur Komposition gehérenden Polynomgesetze auf (A, EndzA). Ist T eine Unbe-
stimmte iiber S€R und ¢ € A®yS, so haben wir:

Gam(e ®ls+ao )= & NIGHRe © 15, a © T) = Gsle ® 1)
+ DGy(e®15,0) @ T + X NGPP(e® 1y, a) @ TF
»20,k=22
die Anwendung auf x € A ®,S ergibt:
ES{T](e@)iS—}—a@ NNat=z+n-az® T+ fla,z) ® T?

mit geeignetem Element f(a,x) aus A ®5S[T].

Fir das Polynomgesetz F erhalten wir damit:

FS[T](ES(e @1ls+ae Nz})=Fgypn(z+n-a2® T + f(a,2) ® T?

= P HF(V.MJ-) .7 AT a. x)): T T
v+ pti=n S[T ( ’ ’f( t] )) 9

wegen der Kommutativitit des Diagramms in Definition (3. 1) muf} dies gleich sein mit
Fyp(Gsle ® 15+ a® T){e ® 1)) Fy()
= Fyn(e®ls+n-a® T+ f(a,e) ® T%) Fyp(x)

=Fya): & IFg(e ® Ls,n (@ e))- T T™.
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Vergleichen wir nun die Koeffizienten von 7, also speziell fir y =1, v =n —1,
A =0, so ergibt sich:

n - ITF§1Y (2, az) = v - Fg(x) - IFY V(e ® 1g, a).
Fihrt man die gleiche Rechnung mit {Hg} durch, so bekommt man schlieBlich
fir a,z€ A ®3z85: _
3. 1) Fy(z) - ITF$™ (e, e @ 15) = HFE™ ™V (xa, 2) = ITF$" ™ (az, 2).

Die Linearform a > ITF&" " (qa, ¢) wird als die zur Form Fj gehorige Spur bezeichnet.
Gelten fiir ' die Beziehungen (3. 1), so sagen wir, F erlaubt Spurmultiplikation.
Sind T,,..., T, Unbestimmte iber R und z=2z,07T,+ - - +2,® T,
a=a®1 mit a,z,€ A4, so folgt aus (3.1):
F oy (@) - ITFG770 (a, ¢ © 1)

= [A+---i‘:z _ ITFRe (2, ..y 2,) @ Ty - - Tp] HFG3" (a,e © 1)
1 p—ﬂ

R P —
= NFY5 (az, 7) = ié; F%3 " az, © Ty, @)
»
. (1,995 00y v3—1,..0, V) 1 e v s TVpe
o ii v1+-.£ﬂp=" ILFme (e, Ty, e ooy Tp) ® T3 Tpp’
dabei kann ohne Einschriankung 4, > 1 und », = 1 angenommen werden.
Durch Vergleich der entsprechenden Koeffizienten bekommen wir (v, = 1):

(3.2) ITFGe"P 2y, . . ., z,) - HF$" ™ (a, €)

14
1,715 00v;—1, 00y
= 21‘ HFv»bd (g0, 24, . . ., 3,)
i=

P
1,97, 0007 —1,..,
= S IFQ " (axy, x4, . ., 2).

i=1

Spurbilinearform. In Folgerung (1.2) wurde durch ein homogenes Polynomgesetz
jedem z€ A ®;S eine Bilinearform auf 4 ®;S zugeordnet. Die dem Einselement von
A zugeordnete (symmetrische) Bilinearform g% bezeichnen wir als die zu F gehérige
Spurbilinearform (= : fg).

Hilfssatz (3. 1). Ist (A, F) eine C-Kompositionsalgebra, so ist die zu Fp gehorige
Spurbilinearform assoziativ und liPt sich schreiben als Bg(a,b) = IIF%" ™V (ab,e) fir
a,b€A.

Bewets. Aus Formel (3. 2) folgt
ITFE" VD (a, e) - TFQ™ (b, e) = ITFY™ ™V (ab, e) + I FY " (a, b, e).
Wegen Fp(e) =1 ist damit die angegebene Darstellung von g, bestitigt. Aus (3. 2)

und der Assoziativitit von R bekommt man damit fiir alle a,b,c€ A
0 = {Br(a,e) - Br(b, €)} - Br(c,e) — Br(a, €) - {Br(b, e) - Br(c, €)} = Br(ab, c) — Br(a, be);
also ist By assoziativ.

Fiir S € R gilt iibrigens der Hilfssatz entsprechend fiir die zu Fg gehorige Spur-
bilinearform .

Hilfssatz (3.2). Sei (A, F) eine streng potenzassoziative C-Kompositionsalgebra.
Ist z ein nilpotentes Element von A @S, so ist auch Bs(z, e ® 15) nilpotent.
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Beweis. Berechnet man fBg(z, e ® 15)" = ITF{" (2, e ® 15)* durch wiederholte
Anwendung von (3. 2), so erhdlt man Summanden der Form k- I[TF{v-*) (2% .. z'n)
mit geeigneten Koeffizienten & und 4, + - - - + 4, = ¢. Ist z nilpotent, so werden, wegen
der Multilinearitat, fiir geniigend grofles ¢ diese Ausdriicke alle Null.

Firr ein eigentlich nilpotentes Element 2 von A ®;S ist demzufolge f¢(z, y) nil-
potent fiir alle y € 4 ®S.

§ 4. Struktur von C-Kompositionsalgebren

Ist (A, F) eine potenzassoziative C-Kompositionsalgebra, dann heit A speziell
algebraisch, kurz s-algebraisch, wenn fiir alle ¢ € A gilt (vgl. Bergmann [2]):

P(a): = 3 (—1VIFG™(a,¢) - a™" = 0.

P ==

<

Satz (4.1). Ist (A, F) eine potenzassoziative C-Kompositionsalgebra und die zu
F, gehorige Spurbilinearform By nichtausgeartet, dann ist A s-algebraisch.

Beweis. Wir wollen zeigen, da P(a) in der Ausartungsmenge von B liegt, d. h.
Br(P(a), z) = O fiir alle z€ A. Es bezeichne L, wieder die Linksmultiplikation mit ¢ € 4 :

HFE" D (P(a)z, ¢) = 3 (— AP IIFG™ (a, ¢) - ITFE™D (L3~ 3, ¢)
v=0

n—1
= IF$™(Lix, ¢) + 3 (— A {IIF " (L3, a, &) + IFG =" (L1~+g, a, e)})
yv=1

+ (—1)"Fpla) - HFE" (2, €) = (— )" IFE" P (L,3, a)
+ (—1)"Fp(a) - IFg" ™V (z, €) = 0;

dabei wurde zunichst die R-Linearitdt in der ersten Komponente von I7F%"V und
dann die Multiplikationsformel (3. 2) ausgenutzt.

Folgende Eigenschaften ergeben sich direkt aus den Beweisen der entsprechenden
Sachverhalte im Falle von Algebren iiber Kérpern mit assoziativer Bilinearform (trace
form, vgl. Schafer [14], Theorem 5. 4):

Ist A streng potenzassoziativ und die Spurbilinearform f, der C-Kompositions-
algebra (A4, F) nichtausgeartet, dann gilt:

(1) A ist eine flexible Algebra, d. h. (zy)x = z(yx) fir alle z,y € A4;

(2) ist A kommutativ und 5 kein Nullteiler im Grundring R, so ist A eine Jordan-
algebra, d. h. 2%(xy) = z(z%);

(3) ist 2 invertierbar und 5 kein Nullteiler in R, so ist A eine nicht-kommutative
Jordanalgebra.

Separabilitit. Eine endlichdimensionale (nicht-assoziative) Algebra iiber einem
Korper K heiBt separabel iiber K, wenn fiir jeden Erweiterungskorper L von K die
Algebra A ®L direkte Summe von einfachen Idealen ist (Schafer [14], S. 58).

Definition (4. 1). Eine als Modul endlich erzeugte (nicht-assoziative) Algebra A
iiber einem Ring R nennen wir separabel iiber R, wenn fiir jedes maximale Ideal m von
R die Algebra A ®jR/m separabel iiber dem Korper R/m ist.

Fir assoziative Algebren A entspricht dies dem von Auslander und Goldman

eingefithrten Separabilititsbegriff von Algebren iiber Ringen (vgl. DeMeyer-Ingraham
[7], Theorem 7. 1).
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In Miiller [11] wird eine nicht-assoziative Algebra A iiber einem Ring R, die als
R-Modul endlich erzeugt und projektiv ist, ,,separabel‘‘ genannt, wenn ihre Multiplika-
tionsalgebra M (A) eine separable (assoziative) Algebra im Sinne von Auslander-Goldman
ist. Wegen Satz 4 in [11] stimmt diese Definition mit unserer Definition 4.1 iiberein,
falls A als R-Modul endlich erzeugt und projektiv und M(A4) als R-Modul endlich erzeugt
ist?). .

Unter geeigneten Voraussetzungen iiber die Modulstruktur der Algebra A 148t
sich nun zeigen:

Satz (4.2). Set (A, F) eine C-Kompositionsalgebra iiber dem Ring R und A als
R-Modul endlich erzeugt und projektiv. Ist die zu Fj gehorige Spurbilinearform nicht-
singuldr, so ist A eine separable Algebra iiber R.

Beweis. Nach (2.7) ist f5,, fiir jedes maximale Ideal m von R eine nichtausgeartete
Bilinearform auf A ®,R/m mit Werten im Koérper R/m =: K.

Ist z ein eigentlich nilpotentes Element in A ®; K, so gilt nach Hilfssatz (3. 2)
Br(z,2) =0 fir alle x€ A®z K, also z =0. Es gibt demzufolge keine nichttrivialen
nilpotenten Ideale in A ®, K. Nach einem Satz von Dieudonné (Schafer [14], Theorem
2. 6) ist eine endlichdimensionale Algebra (itber einem Kérper) mit einer nichtausgearte-
ten assoziativen Bilinearform direkte Summe von einfachen Idealen, falls sie keine
nilpotenten Ideale enthilt. Wegen (2. 7) und Hilfssatz (3. 2) bleiben die Voraussetzungen
fir den Satz von Dieudonné bei beliebigen Korpererweiterungen von K erhalten.
A ®zK ist also separabel iiber K. Dann ist A gemaB Definition (4. 1) separabel iiber R.

Ein (kommutativer) Ring heifit (von Neumann-)reguldr, wenn fiir alle r € R die
Gleichung rar = r mit x € R losbar ist. Uber einem reguldren Ring ist jeder Modul
flach. Mit dieser starken Forderung an den Grundring gilt

Satz (4.3). Ist (A, F) eine C-Kompositionsalgebra iiber einem reguliren Ring R,
A als R-Modul endlich erzeugt und die Spurbilinearform f, nichtausgeartet, so ist A separabel
itber R.

Der Beweis 148t sich unter Verwendung von (2. 3) genau wie bei Satz (4. 2) fithren.

Die fiir endlichdimensionale, assoziative Algebren iiber Kérpern bekannte Charak-
terisierung von ,,separabel‘‘ durch die Diskriminante der Spurbilinearform der Haupt-
norm (vgl. Bergmann [3], S. 177) hat in unserem Fall folgendes Analogon:

Satz (4.4). Ist A ein freier R-Modul mit endlicher Basts u,, ..., U, So ist eine
C-Kompositionsalgebra (A, F) separabel iiber R, falls det {f,(u,, u;)} invertierbar ist in R.

Der Beweis folgt direkt aus (2. 1) und Satz (4. 2).

Einen Fall, in dem A nicht separabel iiber R zu sein braucht, aber fiir eine geeig-
nete Ringerweiterung Q die Algebra 4 ®,Q separabel iiber Q wird, beschreibt der

Satz (4.5). Hat A eine endliche Basis u,, ..., u, und ist die Spurbilinearform B
der C-Kompositionsalgebra (A, F) nichtausgeartet, so gibt es (mindestens) einen Erweiterungs-
ring Q von R, so daf} A ®zQ separabel iber Q ist.

Beweis. Nach (2. 2) ist die Diskriminante D von B; kein Nullteiler in R. Ist Q
eine Ringerweiterung von R, in der D invertierbar ist, zum Beispiel der volle Quotienten-
ring von R, so ist die Diskriminante von f,(= D) invertierbar in @, also f, nichtsingular.

Nilradikal. Endlichdimensionale, assoziative Algebren iitber Kérpern K sind be-
kanntlich genau dann separabel, wenn fiir jede Korpererweiterung L von K das Radikal

2) Die in [11], Satz 4 gemachte Voraussetzung, da M(4) als R-Modul projektiv sein soll, ist nicht not-
wendig (vgl. [?], Theorem 7. 1).

26*
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von A ®zL gleich Null ist. Separable Algebren iiber Ringen kénnen dagegen durchaus
nichttriviale Nilideale enthalten. Bei den hier betrachteten Algebren A hat das Nilradikal
(= maximales Nilideal = : Rad A) eine spezielle Gestalt:

Satz (4. 6). Sei (A, F) eine streng potenzassoziative C-Kompositionsalgebra iiber dem
Ring R und A als R-Modul endlich erzeugt und projektiv. Ist die Spurbilinearform By
nichisinguldr, so gilt fiir alle S € R:

Rad(4 ®zS) = 4 ®@zRad S.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Fortsetzung von S, auf
A ®pS/Rad S nichtsingular. Da S/Rad S keine nilpotenten Elemente enthélt, ist nach
Hilfssatz (3. 2) das Nilradikal von 4 @zS/Rad § =~ (4 ®;S)/(4 ®zRad S) gleich Null.
Rad (A4 ®jS) ist aber das kleinste Ideal B in 4 ®;S, fiir das (4 ®zS5)/B kein Nilradikal
enthélt, also 4 ®,Rad S =2 Rad(4 ®3S5). Da andrerseits offensichtlich

A ®zRad § = Rad(4 ®3S)
gilt, ist damit der Satz bewiesen.

Bemerkung. Die Sdtze in § 4 bleiben iibrigens giiltig, wenn fiir das homogene
Polynomgesetz F auf (4, R) an Stelle der C-Komposition nur verlangt wird, dal Spur-
maultiplikation (Formel (3. 1) oder (3. 2)) moglich ist.
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