1 | Rein in die Kartoffeln

Bestimmen Sie mit Hilfe des euklidischen Algorithmus jeweils einen grofiten gemeinsamen Teiler der

folgenden Paare:

a) 17,54 € Z.

b) X3+ X2+ X +1, X3+1€eR[X]
c)
)

(
(
(c) X3+6X+7, X?+3X +2 € R[X]
(

d) X0+ X%+ X 42, 3X3+ X2 +2X +1 € F5[X]
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2 | Integritatstest

Welche der folgenden kommutativen Ringe sind Integritéitsringe?

a) K x K fiir einen Korper K (mit komponentenweiser Addition und Multiplikation)

b) (Z/6Z)[X]

(a)
(b)
(c) RX2, X3] = {3 ya; X' | n € Np,a; € Rund a; = 0} (Unterring von R[X])
(d) Z[i] ={a+ibe C | a,be€ Z} (siehe Lineare Algebra I, Blatt 5, Aufgabe 3)
()

e) Abb(R,R) = {f: R — R} (mit punktweiser Addition und Multiplikation)

Begriinden Sie wie immer Thre Antwort mit einem Beweis oder einen Gegenbeweis!
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3 | Subprime
Sei R :=Z[y/-5] ={a+ivbb e C | a,b € Z}, ein Unterring von C.

(a) Berechnen Sie die Einheitengruppe von R: R* = {+1}.
(b) Zeigen Sie, dass das Element 2 € R irreduzibel, aber nicht prim ist.

(c) Ist R ein euklidischer Ring?

Tipp: In R gilt 2 -3 = (14 iV5)(1 — iV/5).
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4 | Uberlegung
In dieser Aufgabe konstruieren wir einen nicht-trivialen Gruppenhomomorphismus SU(2) — SO(3).

Sei dazu V' C Matc(2 x 2) der R-Untervektorraum aus Aufgabe 4 auf Blatt 4, und sei (-,-)

das dort definierte Skalarprodukt. Sei SO(V. (-,-)) die Gruppe aller Isometrien von (V,(-,-)) mit
Determinante 1.

(M, NY = —%tr(]ﬂ )

(a) Zeigen Sie, dass SO(V, (-, -)) isomorph zu SO(3) = SO(R?, Standardskalarprodukt) ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jede Matrix A € SU(2) die folgende Abbildung eine wohldefinierte Isometrie
von (V, (-,-)) ist.

pa: V-V
M — AM AT

(¢) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist.

7: SU(2) — SO(V, (-,-))
A pa

(d) Zeigen Sie, dass 7 nicht trivial (das heifit hier: nicht konstant) ist und berechnen Sie den Kern
von .

Tatsdachlich ist m sogar surjektiv! Es ist aber nicht so einfach, das explizit zu zeigen.
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