1 | Suchbild (10 Punkte)
Welche der folgenden Abbildungen sind R-linear?

f:R?> 5 R? g: R? 5 R3 h:R?> - R? j:R? 5 R3
()~ (x) ()~ (=) ()= (3%)

Bestimmen Sie zu den R-linearen Abbildungen jeweils die Dimension des Kerns und des Bildes,
indem Sie eine explizite Basis von Kern und Bild angeben. (Sie sollten natiirlich auch nachweisen,
dass die von Ihnen angegebenen Tupel tatsichlich Basen sind.)
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2 | Spielverderber (10 Punkte)

In einem reellen Vektorraum seien Vektoren uj, usg, us, uy gegeben. Ferner seien Vektoren vq,..., vy
wie folgt definiert:

vi = 2u; + 2us + u3 — wy
vy = — U2 + u3 — w
vy = u; + u + 3uz — wy
vy = u; + w2 + ug + wy
Vs = U — u3 + wy

Ist das Tupel (v, ...,vs) linear unabhéngig?
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3 | Zweikammersystem %
Zeigen Sie, dass fiir Teilmengen Aj, As einer Menge M und Untervektorrdaume U, Us eines
Vektorraums V' gilt:

A1NAy =10 = AjUA =2 A UA,
UNnUy,={0} = U +U,=2U ®U,

Weisen Sie ferner durch geeignete Gegenbeispiele nach, dass die Annahmen jeweils notwendig sind!
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4 | Warum summarum?

Seien V und W, und ferner V; und W; fiir jedes i aus einer Indexmenge I, K-Vektorrdaume. Seien
tj: V= @ Vi und 7;: H W; — W; die kanonischen Inklusionen und Projektionen aus Notiz 4.20.
i€l i€l

(a) Zeigen Sie, dass zu jeder Familie K-linearer Abbildungen f;: V. — W; (i € I) genau eine
K-lineare Abbildung f: V' — [];c; W; existiert mit 7; o f = f; fiir jedes j € I.

(b) Zeigen Sie, dass zu jeder Familie K-linearer Abbildungen f;: V; — W (i € I) genau eine
K-lineare Abbildung f: @,c; Vi — W existiert mit f o¢; = f; fiir jedes j € I.

(c) Bleibt die Aussagen in (a) richtig, wenn wir das Produkt durch die Summe ersetzen?

(d) Bleibt die Aussagen in (b) richtig, wenn wir die Summe durch das Produkt ersetzen?
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