Topologie I, Blatt 0

1. Verdickung.

Seien XY und Z topologische Raume, f : X x Y — Z eine stetige Abbildung, L C Y
eine kompakte und O C Z eine offene Teilmenge. Dann existiert zu jedem Punkt x € X mit

fxxL)cCO

eine Umgebung U von z, sodass sogar f(U x L) ganz in O enthalten ist.
Losung.

Die Basis der Produkttopologie auf X x Y ist gegeben durch die Familie der offenen Men-
gen Ux X Vy, wobei Uy (bzw., Vy ) eine offene Menge auf X (bzw. auf V) ist. Die Teilmenge
L von Y ist nach der gegebenen Annahme kompakt, und daraus folgt die Teilmenge = x L
von X x Y ist kompakt. Man betrachte einen beliebigen Punkt [ € L. Da f eine stetige
Abbildung ist, existiert eine Umgebung U,.; von x X [, so dass f(Uyx;) in O enthalten ist.
Dariiber hinaus, kénnen wir eine Umgebung U, ; finden, mit der Form Z/Ifc X V;, wobei Z/lfc
ist ein Umgebung von z, und V), ist ein Umgebung von | € L. Die Familie der offenen
Mengen U! x V; bilden eine Uberdeckung von = x L. Da z x L kompakt ist, kann man ein
endlich Teiltiberdeckung finden. Sei ¢ = 1,..., N die Menge der Indizes die zur endlichen
Teiliiberdeckung gehoren. Daraus erhalten wir eine Inklusion zx L < [J=) U¥ xV),. Man be-

trachte eine Menge ﬂzjlv Ui, Es ist keine leer Menge, da jede offene Menge U den Punkt x

xT

enthalt, und sie ist offen, da jeder endliche Durchschnitt von offene Mengen offen ist. Setze
U, = ﬂzjf U'. Dann erfiillt U, die bendtigte Bedingung der Aufgabe. Tatsichlich, ist

U, x L in JZ)U" x V, enthalten, und fiir jede i = 1,..., N erhilt man f(U% x V) C O.
Deshalb,

i=N i=N

fU x L) c f(|Jul xv,) = rui xv,) co.

i=1 i=1

Der oberer Index [ von UL dient zur verdeutlichung der Abhiingigkeit von U. zu dem Punkt [
1



