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49 | Verschmelzung

Gegeben seien zwei zusammenhéngende kompakte n-Mannigfaltigkeiten M; und Msy. Loscht
man das Innere zweier n-dimensionaler Kreisscheiben B; C M7 und By C M5 und identifiziert
die Rénder dB; und 0By durch einen Homdéomorphismus, so erhdlt man die verbundene
Summe M;#M,. (Dabei soll angenommen werden, dass jedes B; in eine grofiere Kreisscheibe
in M; eingebettet ist.)

(a) Wenn M; und Ms nicht orientierbar sind, dann gilt
H;(My# M) = H;(My) ® H;(M>) (%)

fir 0 <i <n—1, und man erhilt H, 1 (M;#M>s) aus Hy,_1(M;) ® H,—1(Ms), indem man
eine Kopie von Z/2 durch Z ersetzt. Andernfalls gilt (%) fiir 0 < i < n.

(b) Es gilt x(M1#Mz) = x(M1) + x(Mz) — x(S").

50 | Dreifaltigkeiten

Sei M eine zusammenhédngende kompakte 3-Mannigfaltigkeit mit Hy(M;Z) = Z" & F, wobei
F eine endliche abelsche Gruppe ist. Dann ist Ho(M;Z) = 7", falls M orientierbar ist, und
Ho(M;7Z) =2 Z"~1 @ Z/2, falls M nicht orientierbar ist. Insbesondere ist 7 > 1, falls M nicht
orientierbar ist.

Mithilfe von Aufgabe 50 lassen sich Beispiele konstruieren, die zeigen, dass es keine weiteren
FEinschrankungen fiir die Homologiegruppen kompakter 3-Mannigfaltigkeiten gibt. Dabei ist es
hilfreich, den Abbildungstorus einer Spiegelung S? — S2 zu betrachten.

Der Satz von Hurewicz gilt auch in folgender relativer Variante. Sei (X, A) ein
Kofaserpaar mit einfach-zusammenhéngendem A # 0, und sei n > 2. Gilt m;(X, A) =
0 fiir ¢ < n, so verschwindet auch H;(X, A) fiir i < n und es ist 7, (X, A) = H, (X, A).

51 | Hiitchen fiir Hurewicz

Jede Abbildung f: X — Y zwischen einfach-zusammenhdingenden R&Aumen, die auf
allen Homologiegruppen mit Koeffizienten in Z einen Isomorphismus induziert, ist eine
schwache Aquivalenz. Jede einfach-zusammenhingende kompakte 3-Mannigfaltigkeit ist
homotopieiquivalent zu S3.

Tatséichlich ist jede einfach-zusammenhéngende kompakte 3-Mannigfaltigkeit
sogar homoomorph zu S3: Fine kompakte Mannigfaltigkeit ist genau dann
homotopiedquivalent zu S™, wenn sie homéomorph ist zu S™. Der Fall n = 3 dieser
sogenannten Poincaré-Vermutung wurde erst Anfang des Jahrtausends von Grigori
Perelman bestétigt.

Abgabefrist: 11.07.2018, 10:30 Uhr. Bitte werfen Sie Ihre Lésungen in Briefkasten 161 ein.

52 | Randerscheinungen

0. Fir jede kompakte

x(0M). RP? ist nicht Rand einer

Fiir jede kompakte Mannigfaltigkeit N von ungerader Dimension gilt x(NV)
Mannigfaltigkeit M von ungerader Dimension mit Rand gilt 2x(M) =

kompakten 3-Mannigfaltigkeit.



