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21 | Homotopielametta

In dieser Aufgabe berechnen wir die Kohomologiegruppen der Homotopiefasern Fj,, der Selbst-
abbildungen der Sphéren S™ vom Grad k fir k,n > 1.

(a) Die lange exakte Sequenz der Homotopiegruppen ermoglicht die Berechnung der Homologie-
gruppen Ho(Fgp), ..., Hyoo1(Frp)-

(b) Aus Ho(Fjp),-..,Hp—1(F) ) kann man die Kohomologiegruppen H° (Fen),--- 7H"_I(Fk,n) SO-
wie den Torsionsanteil von H"(F}, ,,) berechnen.

(c¢) Die Serre-Spektralsequenz zur Faserung kollabiert auf Seite n. Da wir wissen, wohin sie kon-
vergiert, konnen wir fir etliche Differentiale schlieffen, dass sie Isomorphismen sind. Es folgt
H'(F},) = 0 fir viele ¢ € N.

(d) Die tibrigen Kohomologiegruppen Hi(ka) kann man durch eine sich aus der Spektralsequenz
ergebende kurze exakte Sequenz bestimmen.

22 | Jahresendbiindel

In dieser Aufgabe lernen wir, dass die multiplikative Struktur im Kohomologiering des Totalraums
eines Faserbiindels F' — X — B iiber einem einfach-zusammenhéngenden Raum B im allgemeinen
nicht eindeutig aus der Serre-Spektralsequenz zu bestimmen ist.

a) Fir jedes Faserbiinde — mit Faser at der Totalraum iesselben Kohomologie-
Fiir jedes Faserbiindel X — S? mit Faser S? hat der Total X diesselben Kohomologi
gruppen wie der Totalraum S? x S? des trivialen Biindels.

(b) Im Kohomologiering von S? x 52 ist jedes Quadrat eines Elements vom Grad zwei ein geradfaches
Vielfaches eines Erzeugers von H?.

(¢) Der Abbildungszylinder der Hopfabbildung h: S — CP! = S? ist ein Faserbiindel mit Faser D?.

(d) Indem wir zwei Kopien des Abbildungszylinders der Hopfabbildung entlang der Zylinderenden
53 aneinanderkleben, erhalten wir ein Faserbiindel X — S? mit Faser S2.

(e) Die Abbildung X — CP?, die einen der beiden Abbildungszylinder aus dem vorherigen Aufgaben-
teil zu einem Punkt zusammenschligt, induziert einen Isomorphismus auf H*.

(f) Im Kohomologiering des Raums X aus Aufgabenteil (d) lebt ein Element vom Grad zwei, dessen

Quadrat ein Erzeuger von H* ist.

Fiir diese Aufgabe sind ausnahmsweise bis zu sechs Punkte + Bonus zu erwerben.

Homotopische Weihnachten!

Abgabefrist: 08.01.2018 vor Beginn der Vorlesung



